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EINLEITUNG

In einer Abhandlung aus dem Jahre 1924 hat AI. Lindow1^ die
Librationspunkte in dem speziellen Fall des Vierkörperpro

blems bestimmt, wo drei gleich grosse Massen in der relativen 
Bewegung in den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks fest 
liegen, und die vierte Masse unendlich klein ist und sich in der
selben Ebene bewegt wie die drei endlichen Massen. In diesem 
Falle findet man 10 Librationspunkte. Diese zu bestimmen ist 
eine recht mühsame Aufgabe, da die Bestimmung von der Lö
sung von Gleichungen recht hohen Grades abhängig ist.

Die vorliegende Abhandlung beabsichtigt, die Librationspunkte 
für willkürliche Massenverhältnisse zu bestimmen. In Ana
logie mit der Bezeichnung des problème restreint als das restrin
gierte Dreikörperproblem wollen wir dieses Problem das restrin
gier te Vierkörperproblem nennen.

Die gestellte Aufgabe wäre nicht zu bewältigen, wenn sie nach 
derselben Methode gelöst werden sollte, die Lindow in dem spe
ziellen Fall mit drei gleich grossen, endlichen Massen hat an
wenden müssen. Indessen liegt die Sache nun so, dass man im 
allgemeinen Falle, wo die Massen willkürlich sind, die Problem
stellung mit Erfolg umkehren kann: Statt die Librationspunkte 
von gegebenen Massenverhältnissen aus zu bestimmen, kann 
man die Massenverhältnisse von gegebenen Librationspunkten 
aus bestimmen. Denn während bei der Anwendung des erstge
nannten Verfahrens die Lösung von Gleichungen recht hohen 
Grades verlangt wird, wird bei der Verwendung des zweiten Ver
fahrens nur die Lösung von Gleichungen ersten Grades verlangt.

Bei der Anwendung dieser Methode in Praxis kann man 
Schritt für Schritt die Librationspunkte durch die ganze Ebene

1) Der Kreisfall im Problem der 3 + 1 Körper, A. N. 220, 369 und in den 
Publikationen dei’ Kopenhagener Sternwarte Nr. 46.

1* 
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verschieben; die entsprechende Änderung der Massenverhältnisse 
kann dann auf eine anschauliche Weise durch die Verschiebung 
des gemeinsamen Schwerpunktes der Massen ausgedrückt werden. 
Aus einer solchen Untersuchung wird es dann hervorgehen, dass 
die Librationspunkte nur innerhalb bestimmter Gebiete der Ebene 
fallen können, und die Bestimmung dieser Gebiete wird eins der 
wichtigsten Resultate der Untersuchung sein.

Im Abschnitt I wird das Problem ganz allgemein behandelt 
werden, und es zeigt sich, dass für einen gegebenen Librations- 
punkt die Koordinaten des entsprechenden Schwerpunktes durch 
zwei Gleichungen ersten Grades bestimmt werden können.

Mit den Resultaten des Abschnitts I als Grundlage wird im 
Abschnitt II eine theoretische Untersuchung einer Reihe von 
speziellen Fällen ausgeführt.

Ebenfalls mit den Resultaten im Abschnitt I als Grundlage 
wird endlich im Abschnitt III eine eingehende numerische Be
handlung des Problems vorgenommen.

Im allgemeinen werden nur positive Werte der endlichen 
Ma ssen berücksichtigt werden, so dass ihr gemeinsamer Schwer
punkt in das von den Massen gebildete gleichseitige Dreieck fällt. 
In gewissen speziellen Fällen wird es jedoch der Übersicht wegen 
notwendig sein, auch negative Werte der Massen zu berücksich
tigen, so dass ihr gemeinsamer Schwerpunkt in diesen Fällen 
ausserhalb des gleichseitigen Dreiecks fallen wird.

Wenn eine der endlichen Massen gegen Null strebt, wird das 
Problem auf das problème restreint reduziert, und in die
sem Falle werden die Librationspunkte in die fünf bekannten 
Librationspunkte Lls L.2, L3, und L5 hineinwandern. Dieser 
Übergang vom allgemeinen zum speziellen Fall wird gewisse Auf
schlüsse über den verschiedenen Charakter dieser fünf Libra
tionspunkte geben können.

Die vorliegende Abhandlung ist durch eine pekuniäre Unter
stützung seitens des Carlsbergfonds, dem ich zu grossem Dank 
verpflichtet bin, ermöglicht worden. Es ist mir auch eine liebe 
Pflicht, an dieser Stelle Herrn Professor E. Strömgren für gute 
Ratschläge und andere Hilfe, die für die Durchführung meiner 
Arbeit von wesentlicher Bedeutung waren, meinen herzlichsten 
Dank auszusprechen.



I. Der allgemeine Fall.
1. Die Differentialgleichungen der Bewegung.

Die drei endlichen Massen , m2 und m3 und eine vierte 
unendlich kleine Masse befinden sich in einem gegebenen Augen
blick in derselben Ebene, mit Geschwindigkeiten, die in dieser 
Ebene liegen. Die vier Massen werden dann, wenn sie keinen 
anderen Einwirkungen als ihren gegenseitigen Anziehungen aus
gesetzt sind, für immer in dieser Ebene bleiben. Wir wählen 
nun in dieser Ebene ein festes, rechtwinkliges Koordinatensystem 
und bezeichnen die Koordinaten der drei endlichen Massen in 
diesem Koordinatensystem mit (A\, Yj), (X2, Y2) un<^ 0^3» ^3)» 
während die unendlich kleine Masse die Koordinaten (Ar, Y) hat. 
Wir bezeichnen ferner die Distanzen zwischen den endlichen 
Massen mit o, 0, 3 und 3, während oL, o2 und £3 die Di
stanzen zwischen den drei endlichen Massen und der unendlich 
kleinen Masse bezeichnen. Indem k21 die Gravitationskonstante 
bezeichnet, erhalten wir die folgenden Differentialgleichungen 
für die Bewegung der drei endlichen Massen:

A-" = - i2m2 (X, - X2) / gl 2 - kSn3 (X, - X3) / , 

!•;'=- k2m, (Yi—Y2)/ 2 - jfin, ( Y, - Y3) / ft ,,

Xj' = - i2m, (X, - Xt) / e?i2 - Pm3 (X. - Xä) / ,

y'¿ = - Fmt ( y, - y,) / t>l 2 - À- -,», ( y, - y3) / e2 ,,

X3' = — A-2m, (X3 — Xt) / —/?m= (X8—Xs)/$ s>

y" = - k2m ¡a/t-Yjl ?2 3 - k2m2 ( y, - y2) / e2 #, 

während die Bewegung der unendlich kleinen Masse durch die 
folgenden Differentialgleichungen bestimmt wird:
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X" = — k2niL (X— XL) / — /r//?2 (X—X2) / o;’ — Fm3 (X — X3) / (4 , J 
y" = — k2mi (y— Yt) / <4 — á?2/z?, (y— y2) / <4 — à'2/7?3 (y— y3) i $. I

Wir ersetzen jetzt das feste Koordinatensystem X\ Y durch 
ein mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit n rotierendes Ko
ordinatensystem x, y. Wir erhalten dann die Transformations
gleichungen :

X = a?cosn/— y sin/?/, ]
w . (3)
i = x sin nt + y cos nt. I

Die Differentialgleichungen für die Bewegung der drei end
lichen Massen in dem rotierenden Koordinatensystem werden nun: 

æi ~ 2 ny\ — «2æi = — k2m2 (xt — x2) / y', 2~ k2/n3 (xt — æ3) / 3, 

IJ i'+ 2 «æï — n2//t = — ^«’2 Q/i ” Í/2) / (4,2 — Ä-2/i,3 (f/i — ?/;?) / (4,3’ 

æ2 — 2 ny'2 — n2.r2 = — Ä’2/??1 (,r2 — xj / y3 9 — k2in3 (x.,~x3) / 3,

y2 + 2 nx2 — n2y2 = — /c2//?1 (y2 — yj / y3— k2n?3 (y2 — y3) / ?4 3, 

æ3f ~ 2 nth — n2æs = — *2"h (æ3 — æi) / (4,3 — å'2/»2 (æ3 — æ2) / (4,3 ’ 

y.''+ 2 nx'3 — h-y.} = — /<2/n1 (y3 — yx) / — k2m2 (y3 — y2) / 3,

während die Bewegung der unendlich kleinen Masse durch fol
gende Differentialgleichungen bestimmt wird :

x" — 2 ny' — n2x = — Å’2/n1 (,r — .rt) / (4 — k*m2 (x — x2) / y3,
- k2m3 (x — æ3) /

y " + 2 nx' — n2y = — k2int (y — yt) / — k2m2 (y - - y2) /
— 7<2/n3 (y — y3) / (4

Wir betrachten jetzt den speziellen Fall, wo die drei endli
chen Massen in dem rotierenden Koordinatensystem feste Lagen 
einnehmen, indem sie sich in den Eckpunkten eines gleichsei
tigen Dreiecks mit der Seite y befinden; ihre Geschwindigkeit 
und Akzeleration müssen dann zu jeder Zeit gleich Null sein. 
Wir haben deshalb:

f
æl == x'2 = X3 = 0, æl æ2 a?3 = 0,

(ti)
y\ = th = th '■ 0, Ih = Ih = Ih = 0, 1

71,2 = ; 72,3 = 71,3 = 7- (7)
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Aus (4) in Verbindung mit (6) und (7) erhalten wir dann:

zz2o3x’1 = k2m2 (xj — x2) + Fzn3 (x{ — x3), 

n\i3x2 = k'-niy (x2 — xt) + k2m3 (x2 — x3), 

zi2(?3x3 = k2ml (x3 — x\) + k2m2 (x3 — x2), 

nVøl = k2m2 (yt — t/2) + k2m3 (yt — y3), 

”^2. = k ~nh (y-2 — UÙ + Å’2/n3 (ll2 — Ui) ’ 
n2$3y3 = k2mt (y3 — yj + k2m2 (y3 — z/2),

(8)

(9)

wo (8) zur Bestimmung von x\, x2 und x3 dienen kann, wäh
rend yr, y2 und y3 mit Hilfe von (9) bestimmt werden können.

Wenn wir nun die drei Gleichungen (8) mit bzw. z?71, m2 und 
zn3 multiplizieren und die drei Gleichungen (9) auf entsprechende 
Weise behandeln, gibt Addition die zwei Gleichungen:

+ m2x2 + zzz3x3 = 0, 

zzíi^i + m2y2 + m3y3 = 0.
I (10)

Es ergibt sich aus (10), dass der gemeinsame Schwerpunkt 
der drei endlichen Massen in den Anfangspunkt des Koordina
tensystems fallen muss.

Mit Hilfe von (10) können (8) und (9) auf folgende Gleich
ungssysteme reduziert werden:

wo

(/AU-zz^x*! = 0, 

(k2M—zz2^3) .r2 = 0, 

(k2M — n2Q3) x3 = 0, 

(Ä,2,W — n2o'!) z/i = 0, 

(Å’2Åf — n2(>3) y2 = 0, 

(k2M-n2Q3)y3 = 0,

M = m J + ZZ72 + Z773 .

(11)

(12)

(13)

Wir setzen jetzt voraus, dass nicht sämtliche sechs Koordi
naten gleich Null sind, wonach die sechs Bedingungsgleichungen 
(11) und (12) auf eine einzelne Bedingungsgleichung
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FM-nV = O (14)
reduziert werden.

Unter den im vorhergehenden gemachten Voraussetzungen 
gilt also folgendes System von Bedingungsgleichungen:

X’o x3 — 0,

u'i = Uz = = °>

Ci, 2 ?2,3 Cl,3 C ’

m1x1 + m2x2 + zn3a?3 = 0, 

mii/i + nhl/2 + m‘¿lh = 0’

FM —n2/ = 0.

(15)

2. Librationspunkte.

Nachdem wir nun nachgewiesen haben, dass die drei endli
chen Massen unter ihren gegenseitigen Anziehungen für immer 
in den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks verbleiben kön
nen, so dass sie in einem Koordinatensystem, das seinen Anfangs
punkt in dem gemeinsamen Schwerpunkt der Massen hat, und 
das mit einer passenden Winkelgeschwindigkeit rotiert, feste Stel
lungen einnehmen, wollen wir die Bedingung dafür finden, dass 
die unendlich kleine Masse auch eine feste Stellung in dem rotie
renden Koordinatensystem einnimmt; wir wollen mit anderen 
Worten die Librationspunkte, die den drei endlichen Massen 
entsprechen, bestimmen. Ist der Punkt (x,y) ein Librationspunkt, 
so haben wir zu jeder Zeit

x = 0,

U = 0,

die, in die Differentialgleichungen (5) für die Bewegung der un
endlich kleinen Masse eingesetzt, folgende zwei Bedingungsgleich
ungen ergeben:

Ä-2ni t (x — .rx) / (>3 + k2m2 (.r — .r2) / ?3 + i2m3 (x ~ x3) / o3 = n2o?, | 
7c2/?zi (f/ — gj) / ¿ + F/n2 (</ — y2) / o3 + k2m3 (ij - z/3) / (>3 = n2y, Í (17)
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?î = (x —Xj)2 + (y —Ih)2, 
ej = (x- x2)2 + (y — y2)2, 

?3 = (æ—æs)2 + (y — y3)2 •

3. Lösung der Bedingungsgleichungen.

Bei der Behandlung der zwei Bedingungsgleichungen (22) in 
Verbindung mit den Gleichungen (18) und (21) kann man nach 
zwei verschiedenen Verfahren vorgehen.

In die erwähnten Gleichungen gehen ein:

(is)

Wird in (17) der Wert für n2 aus der Gleichung (14) einge
setzt, so kann die Gravitationskonstante A2 aus den zwei Gleich
ungen fortdividiert werden, und hierdurch entstehen die Gleich
ungen

/71t (X — xj / (4 + 

™i(y — Í7i)/d +

m2 (x — x2) / el + rn3 (x — x3) / = Mx / o3, I
m2 (y — 1J2) I Qz + "G (y — y3) / (»3 = I <?3-1 (19)

Wir führen nun in die zwei Bedingungsgleichungen die rela
tiven Massen /í2 und /z3 ein, die durch die Gleichungen

/¿! = zzq/M, ^2 = 7772 /M, ^3 = ^73/44 (20)

definiert werden, so dass wir

/h + tg + tG = 1 (21)
haben.

Hierdurch entstehen die zwei neuen Bedingungsgleichungen 

t (x — xt) / (>1 + //2 (x — x2) / (>l + (x — x3) = x / o3, I
Pi (y — ?/l) / e3 + /g (y — y2) / (4 + /g (y — y3) = y / e3- /

Das Problem, die Librationspunkte zu bestimmen, ist damit 
von einem dynamischen Problem auf ein rein mathematisches 
Problem reduziert worden. Das zeigt sich u. a. dadurch, dass 
die zwei Bedingungsgleichungen von den Einheiten der Masse 
und der Zeit unabhängig sind. Was die Einheit der Länge be
trifft, werden wir später eine für das vorliegende Problem be
queme Längeneinheit wählen.

(22)
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1. Die Koordinaten der drei endlichen Massen; diese Koor
dinaten sind bekannte Grössen.

2. Die Koordinaten x und y der Librationspunkte.
3. Die relativen Massen ¿q, /<2 und /z3.

Wenn die relativen Massen bekannt sind, werden die zwei 
Bedingungsgleichungen dazu dienen können, die Koordinaten x 
und y der Librationspunkte zu bestimmen. Da aber x und y 
sowohl explicite in die Zähler als implicite in die Nenner der 
Brüche eingehen, wird die Bestimmung von x und y sehr schwie
rig werden, und es werden sich gewöhnlich viele Lösungen er
geben. Einem bestimmten Satz von Werten der relativen Massen 
entspricht indessen eine bestimmte Lage des gemeinsamen Schwer
punktes, und wir erhalten deshalb das folgende Resultat: Einer 
bestimmten Lage des Schwerpunktes entsprechen ge
wöhnlich mehrere Librationspunkte.

Ist dagegen die Lage eines Librationspunktes und damit x 
und y bekannt, werden die zwei Bedingungsgleichungen in Ver
bindung mit Gleichung (21) zur Bestimmung der relativen Mas
sen /i2 und (a3 dienen können. Da die drei Gleichungen in 
diesen Grössen linear sind, werden die Gleichungen leicht gelöst 
werden können, und sie werden im allgemeinen einen und nur 
einen Satz von Werten der relativen Massen und damit eine be
stimmte Lage des Schwerpunktes ergeben. Wir erhalten deshalb: 
Einer bestimmten Lage eines Librationspunktes ent
spricht gewöhnlich ein und nur ein Schwerpunkt.

Hiermit ist die Grundlage für die folgende Behandlung der 
zwei Bedingungsgleichungen gegeben. Wir wollen in diesen Gleich
ungen x und y als bekannte Grössen auffassen, während /io 
und /<3 unbekannte Grössen sind. Die in und /¿3 linearen
Gleichungen wollen wir auf eine möglichst einfache Form zu 
bringen suchen.

Wir denken uns das gleichseitige Dreieck (Massendreieck) 
auf einfache Weise in dem rotierenden Koordinatensystem x, y 
orientiert, indem die Verbindungslinie M2Af3 zwischen den Mas
sen m2 und /n3 als parallel mit der Ordinatenachse vorausgesetzt 
wird (Abb. 1). Mil dem Anfangspunkt im Mittelpunkt des Mas
sendreiecks und mit Achsen, die mit der .r-Achse und der //-Achse 
parallel sind, wird ein neues Koordinatensystem $, q eingeführt.
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Wir bezeichnen die Koordinaten des Anfangspunktes des Koor
dinatensystems x, y in dem neuen Koordinatensystem mit a, t; 
der Übergang von dem einen System von Koordinaten zum an
deren findet dann mit Hilfe der Gleichungen

£ = a-\- X,

Abb. 1.

statt.

(23)

o' und T, d. h. die Koordinaten des Schwerpunktes im neuen 
Koordinatensystem £, i¡, können mit Hilfe der relativen Massen 

und ausgedrückt werden. Man findet leicht:

= TT 1^3 (3/i ] — 1) q,

T = 2 '

(24)

Umgekehrt können //t, y.2 und mit Hilfe der Koordinaten 
des Schwerpunktes o und r ausgedrückt werden:
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(25)

Statt ju1, ¿í2 und /u3 als unbekannte Grössen zu behandeln 
können wir a und i als Unbekannte betrachten. Aus den zwei 
Bedingungsgleichungen (22) in Verbindung mit (23) und (25) er
halten wir zur Bestimmung von o' und t folgende zwei Gleich

Der Kürze wegen schreiben wir

ungen :

wonach die Gleichungen zur Bestimmung von o' und t die ein
fachere Form
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1/3(2^-^-^) <r +1
3

(29)

erhalten.
Eine weitere Vereinfachung kann jetzt dadurch stattfinden, 

dass eine bestimmte Längeneinheit festgelegt wird. Es wird bequem 
sein, als Längeneinheit den Radius des dem Massendreieck um
schriebenen Kreises zu wählen; für die Seite o des Massendrei
ecks erhalten wir dann

e = |/3. (30)

Die Koordinaten der drei endlichen Massen werden:

(31)

während die Gleichungen zur Bestimmung von tr und r jetzt die 
einfachere Form

Í1 + ]/3 (2«x— a2 — ^3)] + 3 [«2 — «3] r = £ — /3 («x + a2 + a3), 

[ j/3 (2 A - A - #,)] a + [ 1 + 3 (¿s - &)] T = v - |/ 3 (A + + /S3)

erhallen.
Diese zwei Gleichungen, die die Grundlage sowohl der theo

retischen als der numerischen Behandlung des vorliegenden Pro
blems bilden, werden im folgenden mit römisch I und II be
zeichnet werden. Der Übersicht wegen geben wir jetzt eine 
Zusammenstellung der Formeln in der Reihenfolge, in der sie 
benutzt werden sollen, wenn man für einen gegebenen Librati- 
onspunkt mit den Koordinaten £ und den entsprechenden 
Schwerpunkt mit den Koordinaten 0 und r bestimmen will.

(33)
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— 1 + |/3 (2 ax — c

C\ = £ — |/ 3 (cq + «2
Å2 = /3(2¿t-¿2- 

B2 = l+3(¿2 —&),

C2 — r¡ |/ 3 (ßt + $2

/I [O' + li £ T — C|,

.¿4 g O* I — ^2 *
(36)

Die Bestimmung von # und t erfolgt, wie es sich aus dieser 
Zusammenstellung ergibt, in vier Schritten. Zunächst werden 
{?2 und o3 aus (33), dann «15 «2, «3, ßt, ß.± und /?3 aus (34) be
stimmt; nachher können Ar, ß15 Cx, A2, ß2 und C2 aus (35) ab
geleitet werden; zum Schluss werden a und t durch Lösung der 
zwei linearen Gleichungen (36) bestimmt.

II. Spezialfälle.
1. Der Librationspunkt auf einer Symmetrieachse.

Wir wollen jetzt den speziellen Fall betrachten, wo der Li
brationspunkt auf eine der Symmetrieachsen des Massendreiecks 
lallt. Liegt der Librationspunkt auf der Symmetrieachse durch Mi 
(der Ï-Achse), haben wir = 0, woraus folgt:

(1)
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Äl — O, /?2 — /93 — 3 ’
C 2

At = 1+2/3 (at — a2),

Bt = O,

= £—J/3 (rq + 2<q),

A, = O,

+2 = 1 +6/?2, 

c2 = 0.

Die Gleichungen zur Bestimmung von o und t werden des
halb auf

[1 + 2 / 3 (cq — «2)] o- = 'S — |/3 (<q + 2«2), (I) I
[1+6/?2]t = 0 (II) I

reduziert, so dass a aus I und t aus II bestimmt werden können. 
Wird 1 + 6ß2 + 0 vorausgesetzt, erhalten wir aus Gleichung II 
T = 0, und dies bedeutet, dass der Schwerpunkt, ebenso wie der 
Librationspunkt, auf der Symmetrieachse liegt. Die Abszisse des 
Schwerpunktes wird dann durch die Gleichung

£ — / 3 Gq + 2 cq) 
I+2/3 (cq~ «2) (5)

bestimmt.
Ist l+6/S2 = 0, braucht 7 nicht gleich Null zu sein, und der 

Schwerpunkt kann dann ausserhalb der Symmetrieachse fallen. 
Aus 1 + 6 ß2 — 0 folgt — /3, was wiederum zur Folge hat, 
dass entweder £ — 1 oder £ = —2 ist. Sowohl für £ = 1 als für 

£ = —2 erhalten wir aus (5) . Es gehl hieraus hervor,

dass, wenn der Librationspunkt mit den Massen m2 und m3 die 
Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks bildet, der Schwerpunkt
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auf der Verbindungslinie zwischen m2 und m3 liegen wird. Die 
Masse inr ist in diesem Falle Null, und das Vierkörperproblem 
ist auf einen bekannten Spezialfall des Dreikörperproblems (das 
problème restreint) reduziert worden. Die Librationspunkte in 
i = 1 und £ = —2 auf der Symmetrieachse entsprechen den 
Librationspunkten L4 und L5 im problème restreint.

Verhältnisse, die den für die Symmetrieachse durch die Masse 
Z77t gefundenen entsprechen, müssen auch für die Symmetrieachsen 
durch die Massen m2 un(^ ,na gelten. Es gilt deshalb folgende Regel:

Wenn der Librationsp u n k t auf eine der S y m metrie- 
a c h s e n des M a s s e n d r e i e c k s fällt, wird der entspre
chende Schwerpunkt im allgemeinen auf dieselbe Sym
metrieachse fallen. Nur wenn der Librationspunk t mit 
zwei der endlichen Massen die Eckpunkte eines gleich
seitigen Dreiecks bildet, kann der entsprechende 
Schwerpunkt ausserhalb der Symmetrieachse fallen, 
und er wird dann auf die Seite des Dreiecks fallen, wel
che die zwei endlichen Massen verbindet.

2. Der Librationspunkt auf einer Verbindungslinie zwischen 
zwei Massen.

Wir gehen jetzt dazu über, den Fall zu behandeln, wo der 
Librationspunkt auf eine der drei Verbindungslinien zwischen 
den drei endlichen Massen fällt. Die Rechnung wird am ein
fachsten, wenn der Librationspunkt sich auf der Verbindungs
linie zwischen den Massen m2 und m3 befindet, in welchem 

Falle £ - —— ist.

Es wird praktisch sein, die Untersuchung in 5 Teile einzu
teilen, je nachdem

1°. 3,

2°. ’;>||/3,

3°. j/3.
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4o.

der Librationspunkt zwischen m2

wird, ehe

(6)

so dass Gleichung I zur Bestimmung von o-

(7)
wird, woraus sich

(8)

ergibt.

1°.

wir

|/3 — i?» (9)Q2

|/3 + ^,(?3 =

(10)

1
2

4+^ ’

1
2 *

?3

£

1
2

In dem ersten Fall liegt
und m3, im zweiten und dritten Fall auf den Verlängerungen 
der Dreiecksseite, während er im vierten und fünften Fall in 
den Massen zn2 und m3 selbst liegt.

Die Bestimmung von a wird in den drei ersten Fällen dieselbe 
sein, weshalb diese Bestimmung ausgeführt werden 
die einzelnen Fälle jede für sich betrachtet werden.

In den drei ersten Fällen erhalten wir:

5°. >1 =

Für £ = — — und unter der gegebenen Voraussetzung erhalten

d =

A = V A
Vi

1
(r=_2

tt2 = 0, «3=0,

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd.XXI, 6. 2
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Aus Gleichung II lindet man danach den folgenden Wert für z:

16z/’ 24 z/3+ 153^
16/ — 120/ —63 ' (11)

F'ür £ = —^-und unter der gegebenen Voraussetzung erhalten

wir

"3 = ï + ÿ ^3,

«2 = ’1 _ 2 ’ (12)

(13)

Aus Gleichung II findet man danach den folgenden Wert für r:

(14)

3°. i<-/3.

Für £ und unter der gegebenen Voraussetzung erhalten

w i r

(15)
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(16)

Aus Gleichung II findet man danach den folgenden Wert für r:

und

(17)

Mit den Werten S 1
2

während a2 und ß2 unbestimmt bleiben.
Wenn wir die Werte für ax und a3 in I einsetzen, erhalten 

wir die Gleichung

— |/3 «2 o3 a2x = — j/3 «2 (20)

die nach Division durch die unbestimmte Grösse a2 in

o' — |/ 3 T = 1 (21)

umschrieben weiden kann. Dies ist die Gleichung für die Ver
bindungslinie zwischen den Massen und m3.

Wenn wir dann die Werte für und ß3 in II einsetzen, 
erhalten wir die Gleichung

|/ 3 ß2 g + 3 ß2 T = — J/ 3 ß2, (22)

die nach Division durch die unbestimmte Grösse ß2 in

(23)
2*

O'— j/3 T = 1
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umschrieben werden kann, d. h. dieselbe Gleichung, die sich 
aus Gleichung I ergab. Hieraus geht hervor, dass, wenn der 
Librationspunkt in der Masse m2 liegt, der Schwerpunkt in 
einem willkürlichen Punkt auf der Verbindungslinie zwischen 
den Massen und m3 liegen kann. Dieses Resultat ist in Über
einstimmung mit dem früher gefundenen.

- o3 .

Mit den Werten

(24)«3 =

während «3 und /?3 unbestimmt bleiben.
Setzen wir die gefundenen Werten in I und II ein, erhalten 

wir in beiden Fällen die Gleichung

(26)

das ist die Gleichung für die Verbindungslinie zwischen den 
Massen /nL und zn2. Hieraus geht hervor, dass, wenn der Libra
tionspunkt in der Masse /n3 liegt, der Schwerpunkt in einem will
kürlichen Punkte auf der Verbindungslinie zwischen den Massen 
znx und m2 liegen kann.

Verhältnisse, die den für die Verbindungslinie zwischen 
den Massen m2 und m3 gefundenen entsprechen, müssen auch 
für die zwei anderen Verbindungslinien zwischen den Massen 
gelten.
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Es gilt deshalb folgende Regel:
Wenn der Librationspunkt auf eine der Verbin

dungslinien zwischen den Massen f ä 111, w i r d der Schwer
punkt im allgemeinen auf dieselbe Linie fallen. Nur 
wenn der Librationspunkt in einen der Eckpunkte des 
Massendreiecks fällt, kann der Schwerpunkt ausser
halb dieser Linie fallen, und er wird dann in einen 
willkürlichen Punkt auf der Seite fallen können, die 
die zwei anderen Eckpunkte des Dreiecks verbindet.

3. Der Librationspunkt in der Nähe des Mittelpunktes 
des Massendreiecks.

Wenn der Librationspunkt sich im Mittelpunkt des Massen
dreiecks befindet, wird der Schwerpunkt mit dem Librations
punkt zusammenfallen. Für £ = 0 und = 0 erhalten wir 
nämlich :

Ci = <?2 = (?3 = 1 > (27)

«I = — 1, «2 = 2 ’

A = 0, ¿2 = -1j/3,

= 1 —3|/3, = 0,

Ä2 = 0, B2 = 1 — 3 j/3,

so dass die Gleichungen zur Bestimmung von und r

oder

(1 —3J/3) = 0,

( 1 — 3 / 3) T = 0

O' = 0, T = 0

werden.
Wir denken uns jetzt, dass sich der Librationspunkt in un

mittelbarer Nähe des Mittelpunkts des Massendreiecks befindet, 
und setzen
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£ = reos y, 

z; = r sin ep,

wo r die Distanz des Librationspunktes vom Mittelpunkt bezeich
net. Wir betrachten r als eine unendlich kleine Grösse erster 
Ordnung. Da die Koordinaten und t des Schwerpunktes, die 
auch unendlich kleine Grössen erster Ordnung sind, aus den 
zwei Gleichungen

d t t = Ct 

d^O'+.B;}'? — Co

bestimmt werden sollen, sieht man, dass die Ordnung, bis zu 
welcher Ct und C2 berechnet werden sollen, um 1 grösser sein 
muss als die Ordnung, bis zu der die vier Koeffizienten berech
net werden sollen. Wir wollen dL, Bt, +2 und B2 bis zu Glie
dern zweiter Ordnung, Cr und C2 bis zu Gliedern dritter Ord
nung berechnen. Wir finden:

0 1 ti i 0= 1 — 2 cos 9) •/• + r ,

(»| = 1 + (cos y — k 3 sin cp) r + r2,

(»2 = 1 + (cos g> + p 3 sin 9») r + r2,

(34)

“1 1—2 cos <f> - r — - (1 +3 cos 2 y) r2
4

— (3 cos cp + 5 cos 3 9) r3,

«2 — + — (cos cp + 3 p/3 sin ÿ) r + (2 — 9 cos 2 cp — p 3 sin 2 y) r2

1
32 (— 3 cos y) + 15 p73 sin cp + 40 cos 3 cp — 30 |/3 sin 3 <p)r3,

«3 = - + - (cos y - 3 ÿ 3 sin y) /■ 4 7- (2 — 9 cos 2 y + 1/ 3 sin 2 y) r2
16

1
32

(— 3 cos 9» — 15 ]/ 3 sin cp + 40 cos 3 y + 30 j/ 3 sin 3 y) r ',

(35)



Nr. 6 23

(sin (j) + 5 sin 3 y)r3,

/?2 = — — ]/3 + j(3j/3 cos (p — 5 sin <p) r
2 4

— Jg (2 1^ 3 — / 3 cos 2 ÿ — 11 sin 2 y) r2

+ (15 ]/3 cos cp — 33 sin (p

— 40 |/3 cos 3 <p — 30 sin 3 tp) r3,

/?3 = — |/3 — — (3 j/ 3 cos ÿ + 5 sin <p) r

+ — (2 |/3 — J/ 3 cos 2 <p + 11 sin 2 g>) r2

— (15 y 3 cos (p + 33 sin tp
¿)

— 40 |/3 cos 3 tp + 30 sin 3 y) r3,

(36)

9

= 1 — 3/3^1+^ cos y r +(2 + cos 2 y) r2 ) 

/ 3 í sin y r— sin 2 y r2 j,

Ci =» Í1 + /3j cosy r+ ^^3 cos 2 y r2 +

(37)

J/ 3 cos yr3,

(38)

Die zwei unbekannten Grössen <r und t können jetzt aus den 
Gleichungen I und II durch wiederholte Annäherungen bestimmt 
werden. Nimmt man in erster Annäherung nur Glieder erster 
Ordnung in Gleichung I mit, kann das Glied B1r, das zweiter 
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Ordnung wird, weggelassen werden, wonach das Glied erster 
Ordnung in der Reihenentwicklung für o' durch Gleichung I be
stimmt werden kann. Mit dem gefundenen Wert für a kann das 
Glied zweiter Ordnung in d2o berechnet werden, wonach Gleich
ung II d as Glied erster Ordnung in der Reihenentwicklung für 
r ergibt. Den gefundenen Wert für t setzt man dann in Gleich
ung I ein, wobei o' bis zu Gliedern zweiter Ordnung bestimmt 
werden kann, und in der Weise fährt man fort, bis o' und t bis 
zu Gliedern dritter Ordnung bestimmt sind. Das Resultat wird:

o' =
2673 — 405 |/3

2704 cos 2 y • r~

56133 + 5184/3
35152 cos yr3,

, 56133 + 5184 1/3 . ,
~3M52------- S,n’’ r-

(39)

Es sei bemerkt, dass die Zahlenkoeffizienten in den zwei 
Reihenentwicklungen numerisch dieselben sind. Wenn wir die 
Zahlenkoeffizienten mit 6 Dezimalen berechnen, so erhalten wir 
folgende zwei Reihenentwicklungen:

c = — 0.857470 eos y • r — 0.729112 cos 2 y • r2 
+ 1.852297 cos y • r3,

t = — 0.857470 sin y r + 0.729112 sin 2 • r2 
+ 1.852297 sin yr3.

(40)

Wird r als konstant betrachtet, während y variiert, so wird 
der Librationspunkt einen Kreis mit dem Zentrum im Mittel
punkt des Massendreiecks und mit dem Radius r durchlaufen. 
Der Schwerpunkt wird dann in erster Annäherung einen mit 
dem Kreise des Librationspunktes konzentrischen Kreis durch
laufen, jedoch mit einem etwas kleineren Radius; ferner werden 
die Lagen des Librationspunktes und des Schwerpunktes in den 
Kreisen um 180° gegeneinander verschoben sein. Das Resultat 
wird mit anderen Worten :
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Eine kleine Verschiebung des L i b r a t i o n s p u n k t e s 
vom Mittelpunkt des Dreiecks hat eine Verschiebung 
des Schwerpunktes zur Folge, die in entgegengesetzter 

2g g 1, 3
Richtung vor sich geht, und die — mal so gross 

ist wie die Verschiebung des Librationspunk tes.

Abb. 2 zeigt drei Schwerpunktskurven, die drei verschiedenen 
r-Werten entsprechen; die Kurvenpunkte sind mit Hilfe von den 
Gleichungen (40) berechnet. Die Kurven haben, ebenso wie das 
Massendreieck, 3 Symmetrieachsen. Bei der äussersten der drei 
Kurven ist die Abweichung zwischen der berechneten Kurve und 
der wirklichen Kurve schon ziemlich bedeutend. Numerische Be
rechnungen, die in Abschnitt III erwähnt werden, zeigen, wie 
sich die weitere Entwicklung der Kurve gestaltet. Für einen ge
wissen Wert von r zwischen 0.3 und 0.4 erhält die Kurve drei 
Spitzen, die gegen die Mittelpunkte der Dreiecksseiten gerichtet 
sind, und für noch grössere Werte von r ergeben sich drei 
Schleifen.
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4. Der Librationspunkt in der Nähe einer der 
endlichen Massen.

Wenn der Librationspunkt gerade mit einer der drei endli
chen Massen zusammenfällt, muss, wie wir früher gesehen haben, 
diese Masse gleich Null sein, und der Schwerpunkt muss auf 
derjenigen Dreiecksseite liegen, die die zwei anderen Massen ver
bindet. Wir wollen jetzt die Lage des Schwerpunktes untersuchen, 
wenn der Librationspunkt sich in der Nähe der Masse mL be
findet. Wir setzen in diesem Fall

$ = 1 + r COS rp , )
(41)

= rsiny, I

wo wir r als eine unendlich kleine Grösse erster Ordnung be
trachten. Mit diesen Werten für § und erhalten wir

i>i = r>

o22 = 3 + (3 cos g) — |/ 3 sin y) r + r2,

= 3 + (3 cos cp + p 3 sin </>) r + r2.

(42)

Hieraus ergibt sich ferner, indem in den Reihenentwicklungen 
nur Glieder erster Ordnung mitgenommen werden:

= cos cp ■ r ,

a2 = ~ 1/3 + ~ (— 5 lz 3 cos œ + 9 sin y) r,
6 3b

= sin cp • r 2,

= ~ TT + .>\ (9 cos y + l/3 sin ’ 
6 36

£> = g + Å (— ‘.»cosy + ) 3 silly)/'.

(43)

(44)
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(45)

ß-2
3 -cosyr, (46)

Es geht aus den gefundenen Ausdrücken hervor, dass Br 
und B2 erster Ordnung werden, Ä15 Ct, A2 und C2 aber der 
Ordnung —2. Da sowohl c als t in diesem speziellen Fall end
liche Grössen — also von der Ordnung 0 — sind, werden die 
Glieder B1 r und B2v in den Gleichungen I und II einer Ord
nung werden, die um 3 höher ist als die der übrigen Glieder. 
Diese zwei Glieder können deshalb in der ersten Annäherung 
weggelassen werden, wonach c aus jeder Gleichung für sich 
bestimmt werden kann. Wir finden in beiden Fällen:

(47)

Um einen genaueren Wert für o zu finden, und um den 
Wert von t zu bestimmen, nehmen wir jetzt in I und II Glieder 
erster Ordnung mit, d. li. wir benutzen die in (45) und (46) 
gegebenen Ausdrücke für die Koeffizienten. Durch Multiplikation 
von 1 mit cosy und von II mit —sin y und darauffolgende Addi
tion wird T eliminiert, und für <j erhalten wir dann nach einer 
kleinen Reduktion:

a = 8 cos 2 y (48)
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Wenn wir den Wert von o' in eine der zwei Bedingungs
gleichungen einsetzen, erhalten wir:

T = -^tg2y. (4SI)

Soll der gefundene Schwerpunkt in das Massendreieck oder 
auf seine Begrenzung fallen, müssen die folgenden zwei Bedin
gungen gleichzeitig erfüllt sein:

1°. 0°)

2°. . (51)

Die erste Bedingung kann in

1+2 cos 2 y > 
cos 2 (p

umschrieben werden, woraus wir

erhalten.

0o < < 45°

60° < y < 120°

135° < < 225°

240° < < 300°

315° < < 360°

Die zweite Bedingung kann in

— j/3 < tg 2 c/ < J/3

umschrieben werden, woraus wir

0° < y < 30°, 

60° < y < 120°, 

150° < y < 210°, 

240° < y < 300°, 
330° < y < 360°

(52)

(53)

(54)

(55)

erhalten.
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Fassen wir nun die zwei Sätze von Bedingungen zusammen, 
die cf) gleichzeitig befriedigen muss, erhalten wir als Bedingung 
dafür, dass der Schwerpunkt in das Massendreieck fallen soll:

0° < y < 30°

60° < T < 120°

150° < 5P < 210°

240° < 5P < 300°

330° < fjP < 360°

Abb. 3 zeigt das Gebiet um die 
Masse ml. Die schraffierten Ausschnitte 
bezeichnen die verbotenen Gebiete. Die 
für den Librationspunkt erlaubten Ge
biete bestehen aus vier Ausschnitten, 
jeder von 60°, durch vier Ausschnitte — 
jeder von 30° — von einander getrennt. 
Das Massendreieck selbst liegt in einem 
der erlaubten Ausschnitte.

In der folgenden Tabelle sind <j und 
i für spezielle Werte von cp angegeben.

(56)

Abb. 3.

0

0
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Es kann nun gezeigt werden, dass einem bestimmten Schwer
punkt in der Nähe einer Seite des Massendreiecks vier Librations- 
punkte in der Nähe derjenigen Masse entsprechen, die in dem 
der Seite gegenüberliegenden Eckpunkt liegt. Wir setzen

(57)

wo s eine positive, unendlich kleine Grösse erster Ordnung ist, 
während t0 eine endliche Grösse ist. y kann dann aus der 
Gleichung

tg2y = -2r0 (58)

bestimmt werden, welche die vier Lösungen

$Po

ergibt.

To + 90° 

y0 + 180°
</>o + 27O°

(59)

Die entsprechenden Werte von r finden sich aus der Gleichung

r cos 2 cp
1 + 2 cos 2 cp (60)

Aus (59) und (60) gehl jetzt hervor:

Wenn der Schwerpunkt in der Nähe einer Seite des 
Massendreiecks liegt, werden vier Librationspun ktc 
in der Nähe d e r j e n i g e n Masse liegen, die sich in dem 
der Seite gegenüberliegenden Eckpunkt befindet, und 
zwar ein Librationspunkt in jedem der vier erlaubten 
Gebiete.

Wird der Koeffizient für £ in der Gleichung (60) mit k be
zeichnet, so erhallen wir

k =
3
/ cos 2 cp

1+2 cos (61)
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Tabelle sind die Werte von k für die
angegeben.

In der folgenden 
y-Werle von 0° bis 9

<4 k

0° 0.6934
5 6922

10 6885
15 6818
20 6713
25 6552
30 6300
35 5878
40 5051
45 0.0000
50 —0.6432
55 —1.0268
00 oo
65 1.311
70 1.129
75 1.058
80 1.022
85 1.005
90 1.000

Abb. 4.

Abb. 4 zeigt, wie sich die vier Librationspunkte in den vier 
Gebieten verschieben, wenn e konstant gehalten wird, während 
tq variiert, d. h. wenn der Schwerpunkt parallel der Seite des 
Massendreiecks verschoben wird.

5. Der Librationspunkt in der Nähe eines der Punkte, die mit 
den Eckpunkten des Massendreiecks in Bezug auf dessen Sei

ten symmetrisch liegen.
Wenn der Librationspunkt auf eine der Symmetrieachsen des 

Massendreiecks fällt, so dass er mit den zwei Massen, die nicht 
auf der Symmetrieachse liegen, ein gleichseitiges Dreieck bildet, 
wird, wie wir früher gesehen haben, der Schwerpunkt auf die 
Seite des Dreiecks fallen, die senkrecht zur Symmetrieachse steht.
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Von den zwei Lagen, die der Libralionspunkt in diesem Falle 
auf der Symmetrieachse einnehmen kann, wird die eine mit einer 
der Massen zusammenfallen, während die andere ausserhalb des 
Massendreiecks fallen wird (Abb. 5). Wir haben schon früher die 
Lage des Schwerpunktes bestimmt, wenn sich der Librations- 
punkt in der Nähe eines dieser Punkte (A/\) befand, und gehen

Abb. 5.

nun dazu über, die Lage des Schwerpunktes zu bestimmen, wenn 
sich der Librationspunkt in der Nähe des anderen Punktes (Pt) 
befindet.

Wir setzen in diesem Fall
? = _2+1.coss), . (62) 

'T¡ — r sin cp, J

wo r eine unendlich kleine Grösse erster Ordnung ist. Mit die
sen Werten für £ und q erhalten wir:

o2 = 9 — 6 cos y • r + r2, ]

(»2 = 3 — (3 cos cp + ('3 sin y) r + r2, / (63)

o2 = 3 — (3 cos cp — j/3 sin <p) /• + r2. I

Hieraus finden wir, indem nur Glieder bis zur ersten Ordnung 
mitgenommen werden :
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«i

cos«2

COS«3

A

A

A

b2

A

A

1
6

1
6

1
6

1
9

1
6

5

Bi

Ci

4 z-\
9? |Z 3 COSljPT,

1 .
27 sin 5P-7-,

3 . 
—— sin (p ■ r,

Die Koordinaten des Schwerpunktes werden dann aus den 
Gleichungen I und II bestimmt. Durch Multiplikation von I mit 
cos <p und von II mit —sin y und darauffolgende Addition wird 
T eliminiert, und für o' erhalten wir dann nach Reduktion:

„ =  1 + 9(9 + |/3)(l + 2 cos 2 g) 
_ 2 4 208 eos y

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd. XXI, 6.

(68)

3
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Setzen wir den Wert für o in eine der zwei Gleichungen ein, 
so erhalten wir:

(69)

Wenn der gefundene Schwerpunkt innerhalb des Massen
dreiecks oder auf dessen Begrenzung fallen soll, müssen folgende 
zwei Bedingungen gleichzeitig erfüllt sein:

(70)

2°. — 11/« p 3. OU

Die erste Bedingung kann in

1 + 2cos 2 y >Q 
cos y

(72)

umschrieben werden, woraus sich wieder

0° <ÿ< 60°,
90° < w< 120°,

~  (73)
240° < y < 270°,
300° < <p < 360° 

ergibt.
Die zweite Bedingung kann in

—/3<tg<p<|/3 (74)

umschrieben werden, woraus sich

0° < y < 60°, I
120° < y< 240°, (75)
300° < y < 360° |

ergibt.
Fassen wir nun die zwei Sätze von Bedingungen, die (p gleich

zeitig befriedigen muss, zusammen, so erhalten wir als Bedin- 
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gung dafür, dass der Schwerpunkt innerhalb des Massendreiecks 
fallen soll:

0° <<p< 60°, 
300° < cp < 360°.

Abb. 6 zeigt das Gebiet um 1\. Der schraf
fierte Teil bezeichnet das verbotene Gebiet. 
Das für den Librationspunkt erlaubte Gebiet 
ist ein Ausschnitt von 120°.

Es kann nun gezeigt werden, dass einem 
bestimmten Schwerpunkt in der Nähe der Seite 
M2A/3 im Massendreieck ein Librationspunkt 
in der Nähe von entspricht. Wir setzen

O' =
1 , 9 (9 + |/3)
2 + 208 *

Abb. 6.

(76)

(77)

r = t0,

wo é eine positive, unendlich kleine Grösse erster Ordnung ist, 
während t0 eine endliche Grösse ist. cp kann dann aus der 
Gleichung

tg (p — — 2 t0 (78)

bestimmt werden, die folgende zwei Lösungen ergibt:

Í 5Po
’ = I y„+180°. (79)

Wegen der Bedingungen, die y befriedigen muss, kann doch 
nur der eine Wert von y angewandt werden.

Den entsprechenden Wert von r findet man aus der Gleichung

cos (p
1+2 cos 2 y e’ (80)

Aus dem Vorhergehenden gehl jetzt hervor:

Wenn der Schwerpunkt in der Nähe einer Seite des
Massendreiecks liegt, wird ein Librationspunkt in der

3 * 
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Nähe des Punktes liegen, der mit dem gegen über
st ehenden Eckpunkt der Seite in Bezug auf die be
treffende Seite symmetrisch liegt.

Wird der Koeffizient von e in der Gleichung (80) mit k be
zeichnet, erhallen wir:

cos tp
1 + 2 cos 2 y ’

(81)

In der Tabelle ist der Wert von k für y-Werte von 0° bis 
60° angegeben.

Abb. 7.

T k

0° 0.3333
5 3355

10 3420
15 3536
20 3711
25 3965
30 4330
35 4864
40 5686
45 7071
50 0.9847
55 1.8154
60 oo

Abb. 7 zeigt, wie sich der Librationspunkt verschiebt, wenn 
man t konstant hält, während t0 variiert, d. h. wenn der Schwer
punkt parallel der Seite des Massendreiecks verschoben wird.

6. Der Librationspunkt in der Nähe eines Librationskreises.

Unter einem Librationskreis wollen wir einen Kreis verstehen, 
der sein Zentrum in einem der Eckpunkte des Massendreiecks 
hat und durch die zwei anderen Eckpunkte geht. Abb. 8 zeigt 
das Massendreieck M3 und die drei Librationskreise lr, l2 
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und Z3. Die Schnittpunkte zwischen den Librationskreisen sind 
einerseits die Punkte Mlt M2 und und andererseits die im 
Vorhergehenden erwähnten Punkte P1, P2 und P3. Auf jedem ein
zelnen (ier drei Librationskreise liegen vier der erwähnten sechs 
Punkte, so auf die Punkte M2, M3, P2 und ^3- wir haben im 
Vorhergehenden (II, 4; II, 5) den Fall näher untersucht, wo der 
Librationspunkt in der Nähe dieser Punkte liegt, und wir gehen

nun dazu über, den allgemeineren Fall zu studieren, wo der Li
brationspunkt in der Nähe eines Librationskreises liegt, entweder 
etwas ausserhalb oder etwas innerhalb des Kreises.

Wenn der Librationspunkt sich in der Nähe des Librations
kreises li befindet, können wir, da der Radius des Kreises /3 ist,

£ = 1 + (j/ 3 + e) cos ÿ,

q = (/3 + ¿) sin tp

setzen, wo die unendlich kleine Grösse e die Distanz zwischen 
dem Librationspunkt und dem Librationskreis bezeichnet. Mit 
diesen Werten für $ und erhalten wir:
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ci = /3Í1 + Í-J/3Á

C2 = Í6 + 3 |/ 3 cos y — 3 sin y

C3 = Í 6 + 3 |/3 cos y + 3 sin <p

(83)

Die Grössen 6 + 3 |z 3 cos y — 3 sin y und 6 + 3 / 3 cos <¡p + 3 sin y, 
die von 0 bis 12 variieren können, wollen wir mit fl und ff 
bezeichnen :

f'~ = 6 + 3 |/3 cos tp — 3 sin tp — 6 [1 + cos (<p + 30°)], 

fa = 6 + 3/3 cos y + 3 sin y = 6 [ 1 + cos (y — 30°)].

Indem nur Glieder erster Ordnung in den Reihenentwick
lungen mitgenommen werden, erhalten wir:

Ci = |/3(l+|l/3«), 

Cs = /s(l +|'l/3í).

Cs = AO+jP«),

(85)

«1 = 9

(86)«2

«3 =

(87)

Ä =11 
fl [2

1 2 1/ÏÏ
— COS (p — — \ 3 cos y • € , 

js |+/3cosy-^|p 

/f |+C0Sfi —
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î

9 /-ßx = —+ 3/3 cosy — /9 /— 3 \ '( 4 lz 3 + 2 cos (f) ) £ ’

Cx = 1 + — |/3 cos cp + — eos y • 6
O ô

+ 3 cos y — ^ + ^|/3cosy^f •

2 r- 4+ = 1 + —|/3 cosy — — cosy-6
O ¿)

|-|/3 + 3cosy—^ + |-|/3 cosy^f • 

I«

4
3 sin y • 8 + 11

/I /?

Z'3 + ’
/ 2 / 3 J

3 sin y

3 |/ 3 sin y — — sin y • 6
/‘l

13 sin cp — y /3 sin ÿ '£ tfi

Der Kürze wegen führen wir die Bezeichnungen

„ _ 1 1

1 1
02 = TS —

/ 2 / 3
ein; ferner setzen wir

91 7-3 I 7-3 ’
/ 2 / 3

(88)

(89)

(90)

c = 1 + ô, (91)
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wo d eine unendlich kleine Grösse erster Ordnung ist. Gleichung I 
und II können dann nach Reduktion auf folgende einfache Form 
gebracht werden:

= 3 cosÿ•e,

d
f‘2 / 3 , 3
[3 V 3 sin ÿ 1 1 ~2 l/3 f7i) + ä 02

+ 113 <71 + 3 j/3 sin y -g2 t=3 sin (f) • s.

(92)

Da gY nur im Ausdruck
3

1—z’k3<7i auftritt, wollen wir

(93)

setzen, wonach die Gleichungen I und II folgende Form erhalten:

(94)
2 - 3 d +3 V 3 sinr</3 + -g2 #3 + 3 j/3 sin y g2

Die Determinante des Systems wird

Diese Determinante wird Null, wenn

2
1°. 1 + - ]/ 3 cos cp = 0, (96)

2°. 9
03 ~

2" 2 n
4 02 = °- (97)
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Aus (96) erhalten wir
150° 

(98)
210°.

Die zwei gefundenen Werte von cp entsprechen den Punkten 
d/2 und 3/g auf dem Librationskreis Zt.

Aus (97) erhalten wir

(99)

Da f2 und f3 die Distanzen des Librationspunktes von M2 bzw. 
M3 bezeichnen, wenn e = 0 ist, wird f-¿ = /3 den Punkten Af3 
und P3 auf dem Librationskreis entsprechen, während = |/3 
den Punkten M2 und P2 entspricht.

Hieraus geht hervor, dass die Determinante der Gleichungen für 
die Punkte M2, J/3, P2 und P3 auf dem Librationskreis Null wird. 
Diese vier Punkte sind gerade die Schnittpunkte zwischen dem 
Librationskreis und den zwei anderen Librationskreisen. Für 
andere Punkte auf diesem Kreis ist die Determinante von Null 
verschieden, und das Gleichungssystem kann dann zur Bestim
mung der Koordinaten des Schwerpunktes dienen. Man findet:

(100)

Wir stellen zum Schluss die Formeln zur Berechnung von 
g und T in der Reihenfolge zusammen, in der sie angewandt 
werden sollen.
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/'f = 6 [ 1 + cos (g> + 30°)],

y| = 6[l+cos(y-303)],

3 cos ÿ • g-3
27 .
2 sin y-g2,

h2 = 93 sin q>- g$ — ñ cos y-g-i,

1+^/3 cos ep ■ gi —
O

27 2I)

T = k2e.
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Zur numerischen Berechnung sind jedoch folgende Formeln 
geeigneter :

In der folgenden Tabelle sind die Werte von und Zc2 für 
die (p-Werte von 0° bis 180° angegeben.

T À*0

oü + 1.616 + 0.000
10 1.603 0.273
20 1.562 0.555
30 1.485 0.857
40 1.355 1.195
50 1.135 1.597
60 + 0.737 2.124
70 — 0.118 2.947
80 — 2.849 + 4.903
90 — —

100 + 9.096 — 0.955
110 6.713 +1.222
120 6.633 2.510
130 8.021 4.052
140 + 13.497 + 7.642
150 — —
160 — 9.479 — 5.307
170 4.136 1.678
180 — 3.123 — 0.000
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Abb. 9 zeigt, wie sich der Schwerpunkt im Verhältnis zu M1 
verschiebt, wenn e eine positive Konstante ist, während tp vari
iert, d. h. wenn der Librationspunkt auf der äusseren Seite des

Librationskreises, in konstanter Entfernung von diesem, ver
schoben wird. Wenn e aber eine negative Konstante ist, so dass 
der Librationspunkt auf der inneren Seite des Kreises verschoben 
wird, so wird die Kurve der Verschiebung des Schwerpunktes 
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zu der in der Abbildung gezeigten Kurve mit M1 als Symme
triezentrum symmetrisch liegen.

Setzen wir
o' = 1 + e = I+7 cos 3,

(101) 
r = k2t = gsinö,

so ist 3 damit als Funktion von y definiert. Abb. 10 zeigt das 
Abhängigkeitsverhältnis zwischen 3 und y. Die voll ausgezoge
nen Teile der Kurven entsprechen positiven Werten von f (der 
Librationspunkt ausserhalb des Librationskreises), die gestrichel
ten Teile entsprechen negativen Werten von f (der Librations
punkt innerhalb des Librationskreises). Es geht aus der Abbil
dung hervor, dass einem bestimmten Wert von y zwei Werte 
von 3 (30 und 0o+18O°) hzw. auf einem voll ausgezogenen oder 
einem gestrichelten Kurventeil entsprechen, der Tatsache gemäss, 
dass der Librationspunkt für einen bestimmten Werl von y ent
weder ausserhalb oder innerhalb des Librationskreises liegen kann.

Einem bestimmten Wert von 3 entsprechen entweder zwei 
oder vier Werte von y, wie aus der folgenden Übersicht her
vorgehl.

0
Anzahl von Librationspunkten

Ausserhalb des 
Librationskreises

Innerhalb des
Librationskreises Insgesamt

0°— 30° 3 1 4
30°—150° 1 1 2

150°—210° 1 3 4
210°—330° 1 1 2
330°—360° 3 1 4

Wenn man nur mit positiven Massen rechnet, muss der 
Schwerpunkt im Massendreieck liegen, so dass 15O°<0<21O°. 
Aus dieser Übersicht ersieht man, dass dann vier Librations- 
punkte in der Nähe des Librationskreises liegen.

Es sei bemerkt, dass in der Übersicht eventuelle Librations- 
punkte in der Nähe der kritischen Punkte M2, M3, P2 und P3 
nicht berücksichtigt sind. In der Tat liegen, wie aus den nu- 
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merischen Berechnungen in Abschnitt III hervorgehen wird, 
im ganzen acht Librationspunkte in der Nähe des Librations- 
kreises; äusser den oben genannten vier Librationspunkten liegen 
zwei Librationspunkte in der Nähe von M2 und zwei in der 
Nähe von ä/3.

7. Die Gebiete der Librationspunkte.
Mit Hilfe der vorhergehenden theoretischen Untersuchung ist 

es jetzt möglich, zu entscheiden, in welchen Gebieten der Ebene 
der Librationspunkt liegen kann, wenn dem Librationspunkt 
positive Massen entsprechen sollen, d. h. wenn der Schwerpunkt 
innerhalb des Massendreiecks fallen soll. Die Begrenzung der 
erwähnten Gebiete wird man dadurch finden können, dass man 
den Schwerpunkt den Umkreis des Massendreiecks durchlaufen 
lässt und die Kurven bestimmt, die die entsprechenden Libra
tionspunkte dabei durchlaufen.

So lange sich der Schwerpunkt auf einer Seite des Massen
dreiecks befindet, ohne in einem der Eckpunkte zu liegen, haben 
wir einen Spezialfall des Dreikörperproblems (problème restreint). 
In diesem Spezialfall gibt es fünf Librationspunkte, nämlich:

auf der Linie, die die zwei endlichen Massen verbindet, 
und zwar zwischen diesen zwei Massen liegend,

L2 und L3 auf der Linie, die die zwei endlichen Massen ver
bindet, jeder auf einer der Verlängerungen der Linie über 
die Massen hinaus liegend,

L4 und L5 in den zwei Punkten, die mit den zwei Massen 
Eckpunkte gleichseitiger Dreiecke bilden.

Abb. 11 zeigt die Verschiebungen der Librationspunkte, wenn 
der Schwerpunkt den Seiten des Massendreiecks entlang ver
schoben wird, jedoch von den Eckpunkten des Massendreiecks 
abgesehen. Die Pfeile geben die Bewegungsrichtungen der Libra
tionspunkte an, wenn wir uns denken, dass der Schwerpunkt 
in der positiven Umdrehungsrichtung um das Massendreieck ver
schoben wird. Die Pfeile auf den Seilen des Massendreiecks ge
ben die Bewegungsrichtung des Librationspunktes an, wäh
rend die Pfeile auf den Verlängerungen der Seiten die Bewe
gungsrichtungen der Librationspunkte U2 und L3 angeben. Für 
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die Librationspunkte L4 und L-a wechselt die Lage zwischen den 
sechs Punkten M4, P1, M.2, P2, und P3.

Es gellt nun aus der Abbildung klar hervor, dass — von dem 
Gebiet abgesehen, das von den Seiten des Massendreiecks be
grenzt wird — keine bestimmten Gebiete der Ebene durch die 
gegebenen Linienstücke und Punkte begrenzt sind. Wir haben 
aber auch bis jetzt vorausgesetzt, dass der Schwerpunkt sich
nicht gerade in den Eckpunkten 
des Massendreiecks befand; sollte 
dies der Fall sein, werden zwei 
der Massen Null sein, und das 
Problem ist jetzt auf ein Zwei
körperproblem reduziert. Es exi
stiert dann keine endliche Anzahl 
von Librationspunkten mehr; für 
die gegebene Winkelgeschwindig
keit, womit das Koordinatensy
stem rotiert, haben die Librations
punkte als geometrischen Ort 
einen Kreis mit dem Zentrum 
in der endlichen Masse und mit 
dem Radius |/3. Es werden so
mit insgesamt drei Kreise (die 
zu berücksichtigen 
pherie der
Denken wir uns, 
Massendreiecks

Abb. 11.

sein. Es
Librationskreise Zt, 

sind indessen nur Teile
Z2 und Z3) 
der Peri-

Libralionskreise, die die gesuchten Gebiete begrenzen, 
dass der Schwerpunkt nicht den Umkreis des 

selbst durchläuft, sich aber längs der inneren
Seite des Umkreises bewegt, so wird der Schwerpunkt, indem er 
in positiver Umdrehungsrichtung AZt passiert, im Verhältnis zu 

Positionswinkel ft durchlaufen, die von 210° bis 150° vari
ieren. Die entsprechenden Werte des Positionswinkels y des 
Librationspunktes gehen aus Abb. 10 hervor; aus dieser Abbil
dung geht auch hervor, ob sich der Librationspunkt längs der 
äusseren oder der inneren Seite des Librationskreises bewegt.
Vom Librationskreis Zt werden folgende vier Bogen Grenzkurven: 

— 30°<y< 30° (Innere Seite), 150° < y < 210° (Äussere Seite),

90° < <f> < 150° (Innere Seite), 210° < ÿ < 270° (Innere Seite) .
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Für die Librationskreise /2 un(I gelten entsprechende Ver
hältnisse.

Abb. 12 zeigt, wie die 9 geradlinigen Stücke auf den Seilen 
des Massendreiecks und auf den Verlängerungen der Seiten in

Abb. 12.

Verbindung mit den 12 Bogen auf den 3 Librationskreisen im 
ganzen 7 Gebiete der Ebene begrenzen, nämlich:

1 Gebiet von den Seiten des Massendreiecks begrenzt (I),
3 Gebiete von zwei Verlängerungsstücken und einem Kreis

bogen begrenzt (II),
3 Gebiete von drei Kreisbogen begrenzt (III).

Die auf den Begrenzungsstücken angebrachten Pfeile geben 
diejenige Umlaufsrichtung auf der Gebietsbegrenzung an, die der 
positiven Umlaufsrichtung des Schwerpunktes in der Bewegung 
längs der Begrenzung des Massendreiecks entspricht. Man sieht, 
dass die Bewegung des Librationspunktes für alle 7 Gebiete in 
einer der Umlaufsrichtung des Schwerpunktes entgegengesetzten 
Richtung erfolgt.
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III. Numerische Berechnungen.
1. Der Librationspunkt auf einer Symmetrieachse.

Im Abschnitt II, 1 haben wir den Spezialfall behandelt, wo 
der Librationspunkt auf eine der Symmetrieachsen des Massen
dreiecks fällt. Der Schwerpunkt wird dann im allgemeinen auch 
auf die betreffende Symmetrieachse fallen. Für die Symmetrie
achse, die mit der S-Achse zusammenfällt, haben wir früher ge
funden, dass die Abszisse g des Schwerpunktes durch die Gleich
ung

_ ¿ —1/3 (rq + 2«2)
1 + 2 |/ 3 («t — «o)

bestimmt werden kann, wo

Wenn man nun £ bestimmte Werte gibt, können die entspre
chenden Werte von g berechnet werden. In der folgenden Tabelle 
I ist g für 'S-Werte von —2.0 bis 2.7 angegeben. Für ¿<—2 

und ? > 1 + |/3 fällt der Schwerpunkt ausserhalb des Massen
dreiecks, und es ist deshalb bei der Rechnung nicht notwendig 
gewesen, diese Werte von £ zu berücksichtigen; auch für ein 
kleines Gebiet innerhalb des Intervalls —2<£<l + |/3 fällt der 
Schwerpunkt ausserhalb des Massendreiecks, des Zusammen
hangs wegen sind jedoch diese Werte in der Tabelle mitgenommen.

Eine gute Übersicht darüber, wie sich die Librationspunkte 
verschieben, wenn der Schwerpunkt die ¿-Achse durchläuft, er-

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Nedd. XXI, 6. 4

(1)

(2)
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Tabelle I.

(T (7

— 2.0 — 0.5000 + 0.1 — 0.0912
1.9 0.3623 0.2 0.1864
1.8 0.2285 0.3 0.2762
1.7 — 0.0994 0.4 0.3533
1.6 + 0.0239 0.5 0.4133
1.5 0.1408 0.6 0.4554
1.4 0.2506 0.7 0.4813
1.3 0.3528 0.8 0.4946
1.2 0.4479 0.9 0 4993
1.1 0.5373 1.0 0.5000
1.0 0.6244 1.1 0.4994
0.9 0.7186 1.2 0.4951
0.8 0.8468 1.3 0.4838
0.7 1.1243 1.4 0.4628
0.6 + 3.5331 1.5 0.4298
0.5 — 0.5000 1.6 0.3831
0.4 + 0.0303 1.7 0.3218
0.3 0.1286 1.8 0.2456
0.2 0.1259 1.9 0.1547

— 0.1 + 0.0765 2.0 —0.0500
0.0 0.0000 2.1

9 2
+ 0.0674

0.1959
0.33402.3

2.4 0.4798
2.5 0.6318
2.6 0.7884

+ 2.7 + 0.9483

hallen wir durch Betrachtung der Abb. 13. Die waagerechten Li
nien stellen die Symmetrieachse für verschiedene Werte von o' 
dar, die schräge Gerade markiert die Lage des Schwerpunktes 
auf der Symmetrieachse, und endlich bezeichnen die Schnitt
punkte zwischen den waagerechten Linien und der Kurve die 
Lage der Librationspunkte auf der Symmetrieachse.

Für a = 0 gibt es vier Schnittpunkte zwischen der Achse 
und der Kurve; diese vier Schnittpunkte entsprechen gerade den 
LiNDOWsehen Librationspunkten Lo, L2, L4 und LG. Wenn jetzt 
der Schwerpunkt auf der Abbildung nach rechts und die Achse 
gleichzeitig nach oben rückt, so geht aus der Abbildung deutlich her-
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Tabelle II.

No. 'C (7

1 —.2 — 0.5
2 — 1.619790 0
3 — 0.732051 + 1
4 — 0.5 — 0.5
5 — 0.413888 0
6 — 0.257 + 0.135171
7 0 0
8 + 1 — 0.5
9 + 2.043817 0

10 + 2.732051 + 1
No. 1. Der Librationspunkt L4 im problème restreint.
No. 2. Der LiNDOWSche Librationspunkt L0-
No. 3. Der Librationspunkt auf dem Librationskreis Z4 (; = 1—J/3).
No. 4. Der Librationspunkt L4 im problème restreint.
No. 5. Der LiNDOWSche Librationspunkt L4.
No. 6. Der Zusammenschmelzungspunkt für Lo und L4.
No. 7. Der LiNDOWSche Librationspunkt Lo-
No. 8. Der Librationspunkt L5 im problème restreint.
No. 9. Der LiNDOWSche Librationspunkt L2.
No. 10. Der Librationspunkt auf dem Librationskreis Z4 (£ = l + J/3).

vor, dass sich Lo und L4 einander nähern werden, während L2 
sich vom Mittelpunkt entfernen und L6 sich dem Mittelpunkt 
nähern wird. Für einen bestimmten Wert von o (o'= 0.135171) 
schmelzen Lo und L4 zusammen (£ = —0.257), und für grössere 
Werte von o' liegen auf der Achse nur die zwei Librationspunkte 
L2 und Lg. Für o' = 1 hat man für L2 : £ = 1 + y 3 und für 
Lq'.'S = 1 — j/3. Wenn dagegen der Schwerpunkt vom Mittel
punkt nach links und die Achse gleichzeitig nach unten rückt, 
werden stets vier Schnittpunkte zwischen der Achse und der 
Kurve, also vier Librationspunkte vorhanden sein. Während o' 
sich —0.5 nähert, werden Lo und L.2 sich einander nähern, um 
schliesslich im Punkt £ = 1 (Afx) zusammenzuschmelzen; gleich
zeitig wird sich L4 dem Schwerpunkt nähern und mit diesem im 
Punkt £ = —0.5 zusammenschmelzen, während die Bewegung 
von L6 im Punkt § = —2 (P4) enden wird.

In der Tabelle II sind S und o' für gewisse Spezialfälle ange
geben. Wenn die Zahlenwerte irrational sind, sind sie mit 6 De- 

4* 
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zimalen angegeben; doch ist im Falle No. 6 S nur mit 3 Dezi
malen angegeben, weil eine Angabe von c mit 6 Dezimalen in 
diesem Falle nur einer Angabe von £ mit 3 Dezimalen entspricht.

2. Der Librationspunkt auf einer Verbindungslinie zwischen 
zwei Massen.

Ebenso wie bei der theoretischen Behandlung dieses Falles 
(II, 2), denken wir uns auch hier, dass der Librationspunkt auf 
die Linie d/2 Af3 (die Verbindungslinie zwischen den Massen in2 
und 77ï3) fällt. Wenn wir von den zwei Spezialfällen, wo der Li
brationspunkt in und A/3 fällt, absehen, so wird der entspre
chende Schwerpunkt auch auf diese Linie fallen, und seine Or
dinate T wird durch die Gleichungen

(4)r

(5)

(6)

4

T

- 1 8 7/ ’

>2

für ly-Werte von 0 
ersieht man, dass,

16 ?(5 ~ 24 + 1 53 J

bis 2.6 angegeben, 
wenn 7/ gegen — 
wird; die Tabelle 
bis —2.6.

bestimmt sein.
In der Tabelle III ist t 

Aus den Gleichungen für t 
vertauscht wird, t durch —t ersetzt werden 
gibt deshalb gleichzeitig t für ?Z-Werle von 0

Abb. 14 zeigt, wie die Librationspunkte verschoben werden, 
wenn sich der Schwerpunkt auf der Linie 4L 4f3 bewegt. Die 
senkrechten Linien der Abbildung zeigen die Linie A/2 für 
verschiedene Werte von 7 ; die schräge Gerade markiert die Lage 
des Schwerpunktes auf dieser Linie, während die Schnittpunkte 
zwischen den senkrechten Linien und der Kurve die Librations
punkte bezeichnen.

r

16 7/4 — 120 7/ --63 ’

27 1y+
4)

0 \ 2
-4) + 18 7/

27
7/ +

k+IL
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Tabelle III.

rl T »7 r

0.00 —0.0000 0.9 — 0.8660
0.05 0.1208 1.0 0.8638
0.10 0.2380 1.1 0.8547
0.15 0.3481 1.2 0.8349
0.20 0.4487 1.3 0.8010
0.25 0.5379 1.4 0.7514
0.30 0.6148 1.5 0.6847
0.35 0.6791 1.6 0.6008
0.40 0.7315 1.7 0.5002
0.45 0.7728 1.8 0.3844
0.50 0.8043 1.9 0.2547
0.55 0.8275 2.0 — 0.1135
0.60 0.8438 2.1 + 0.0374
0.65 0.8545 2.2 0.1959
0.70 0.8610 2.3 0.3600
0.75 0.8644 2.4 0.5278
0.80 — 0.8657 2.5 0.6981

2.6 + 0.8694

Man sieht aus der Abbildung, dass 
immer drei Schnittpunkte zwischen der 
Kurve und einer der senkrechten Li Abb. 14.

nien existieren. Es werden deshalb immer drei Librationspunkte 
aut der Linie Af2Af3 liegen. Der Librationspunkt, der zwischen 
A/2 und M3 liegt, entspricht dem Librationspunkt im problème 
restreint, während die zwei anderen Librationspunkte den Libra- 
tionspunkten L2 un(l £3 im problème restreint entsprechen.

3. Der Librationspunkt innerhalb des Massendreiecks 
(Gebiet I).

Den allgemeinen Fall, wo der Librationspunkt innerhalb der 
Seiten des Massendreiecks liegt, wollen wir jetzt einer genaueren 
numerischen Untersuchung unterziehen. Wenn nach und nach 
der Librationspunkt in einer grossen Anzahl von Punkten in
nerhalb des Massendreiecks angebracht wird und die entspre
chenden Schwerpunkte bestimmt werden, wird man eine gute 
Übersicht darüber erhalten können, wie der Schwerpunkt ver
schoben wird, wenn der Librationspunkt sich bewegt.



54 Nr. 6

Von grosser Bedeutung für die Durchführung dieser Rechen
arbeit ist es, die Verschiebung des Librationspunktes auf eine 
bequeme Weise zu wählen. Man könnte daran denken, mit dem 
Librationspunkt im Mittelpunkt des Massendreiecks zu beginnen, 
um ihn nachher in gleich langen Schritten auf Linien durch den 
Startpunkt zu verschieben. Es ist jedoch ein Nachteil bei dieser 
Methode, dass die Punkte am dichtesten um den Mittelpunkt 
liegen werden, ebenso wie die Methode keine gebührende Rück
sicht auf die fundamentale Rolle nimmt, welche die Dreiecks
seiten im Problem spielen. Das Verfahren ist identisch mit der 
Methode, nach der der Librationspunkt auf Kreisen mit dem 
Zentrum im Mittelpunkt des Dreiecks verschoben wird.

Die soeben skizzierte Methode wurde im Anfang der Berech
nung angewandt, und eine grosse Arbeit wurde ausgeführt, ehe 
es klar wurde, dass die Methode unbefriedigend war. Die Re 
chenarheit wurde deshalb auf einer ganz neuen Grundlage wieder 
aufgenommen und nach einer Methode, welche die Bedeutung 
der Dreiecksseiten berücksichtigt. Der Librationspunkt wird auch 
bei dieser Methode um den Mittelpunkt verschoben; statt in 
Kreisen verschoben zu werden, wird er aber jetzt auf den Seiten 
gleichseitiger Dreiecke verschoben, deren Seiten mit den Seiten 
des Massendreiecks parallel sind, und deren Mittelpunkte in den 
Mittelpunkt des Massendreiecks fallen. Dadurch entsteht die enge 
Beziehung zu den Seiten des Massendreiecks.

Wegen der Symmetrie in Bezug auf die drei Symmetrieachsen 
des Massendreiecks ist es bei der Berechnung nicht notwendig, 
den Librationspunkt auf dem ganzen Umkreis der erwähnten 
Dreiecke zu verschieben. Es genügt, den Librationspunkt auf 
1/6 des Umkreises zu verschieben, z. B. vom Seitenmittelpunkt 
bis zum Eckpunkt, indem wir die Schwerpunkte, die den übri
gen Librationspunkten entsprechen, mit Hilfe der Symmetrie in 
Bezug auf die drei Symmetrieachsen linden können. Dieses Ver
hältnis kann auch so ausgedrückt werden, dass es genügt, den 
Librationspunkt innerhalb eines der sechs kongruenten Dreiecke, 
worin das Massendreieck durch die drei Symmetrieachsen geteilt 
wird, zu verschieben.

Abb. 15 zeigt die Lage der Librationspunkte, die bei der Be
rechnung benutzt sind. Die sechs kongruenten Dreiecke, in die 
das Massendreieck geteilt ist, sind mit den Zahlen 1-6 numeriert.
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Die gewählten Librationspunkte befinden sich alle im Dreieck 3. 
Wie aus der Abbildung hervorgeht, sind die Librationspunkte 
auf den Dreiecksseiten in Schritten von der Grösse 0.05 verscho
ben worden, ebenso wie die Distanz zwischen den Dreiecksseiten 
0.05 ist; jedoch ist zwischen der Dreiecksseite S = —0.45 und 
der Seite £ = —0.50 des Massendreiecks eine besondere Dreiecks
seite £ =—0.48 eingeschoben, indem es sich, als die Berech
nung vorwärtsschritt, zeigte, dass in dem erwähnten Gebiet eine 
ganz geringe Verschiebung des Librationspunktes senkrecht auf 
die Dreiecksseite eine grosse Verschiebung des Schwerpunktes 
zur Folge haben wird. Die in der Abbildung angegebenen 84 Li
brationspunkte sind über die verschiedenen Abszissen so verteilt, 
wie die folgende Übersicht zeigt.

5 Anzahl

— 0.05 1
10 3
15 4
20 6
25 8
30 9
35 11
40 13
45 14

— 0.48 15
Summe 84

Abb. 15.

Nach Vollendung der Berechnung wurden dann unter Ver
wertung der Symmetrie in Bezug auf die Symmetrieachse durch 
M2 die entsprechenden Librationspunkte im Dreieck 2 behandelt, 
wonach unter Verwertung der Symmetrie in Bezug auf die Sym
metrieachse durch M3 die entsprechenden Librationspunkte im 
Dreieck 1 behandelt wurden. Damit waren die Librationspunkte 
oberhalb der £-Achse behandelt. Die symmetrischen Librations
punkte unterhalb der S-Achse erfordern keine spezielle Behand
lung, da es sich hier um Symmetrie in Bezug auf eine Koordi
natenachse handelt.
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Mit 84 Librationspunkten in jedem der kleinen Dreiecke wird 
die Gesamtzahl der Librationspunkte innerhalb dieser Dreiecke 
504. Hierzu kommen noch 61 Librationspunkte, die auf den drei 
Symmetrieachsen liegen, so dass die Gesamtzahl der Librations
punkte innerhalb des Massendreiecks, deren Schwerpunkt be
stimmt ist, die Anzahl von 565 erreicht.

Im folgenden sind die numerischen Resultate der Berechnun
gen in Tabellenform angegeben. In diesen Tabellen sind nur die 
Librationspunkte oberhalb der J-Achse berücksichtigt, indem wir 
die Schwerpunktskoordinaten, welche den in Bezug auf die J-Achse 
symmetrischen Librationspunkten entsprechen, durch Wechsel 
des Vorzeichens der Ordinaten finden können. Die Koordinaten 
sind in den Tabellen Dreieck für Dreieck angegeben, so dass in 
der ersten Tabelle diejenigen Koordinaten angegeben sind, die 
dem kleinsten der Dreiecke entsprechen, auf deren Seiten der 
Librationspunkt verschoben wird; dieses Dreieck wird durch 
J = —0.05 gekennzeichnet. In der letzten Tabelle findet man die 
Koordinaten, die dem grössten der Dreiecke entsprechen; dieses 
Dreieck wird durch J = —0.48 gekennzeichnet.

Die numerischen Rechnungen sind mit einer Rechenmaschine 
ausgeführt und zwar im allgemeinen fünfstellig; in gewissen kri
tischen Fällen sind jedoch die Berechnungen mit noch mehr 
Stellen ausgeführt. Dennoch führt die ziemlich komplizierte Rech
nung in der fünften Stelle des Resultats oft Unsicherheit mit sich. 
Ich habe es deshalb vorgezogen, die Koordinaten der Librations
punkte und Schwerpunkte nur mit 4 Dezimalen anzugeben.

Tabelle IV.
J = —0.05.

Í n <r T

+ 0.10 + 0 — 0.0912 — 0
0.0683 0.0183 0.0611 0.0137

+ 0.0250 0.0433 — 0.0204 0.0354
— 0.0183 0.0683 + 0.0187 0.0598

0.05 0.0866 0.0456 0.0790
0.05 0 05 0.0424 0.0461

— 0.05 + 0 + 0.0408 — 0
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Tabelle V.
ï = —0.10.

£ a T

+ 0.20 + 0 — 0.1864 — 0
0.1799 0.0116 0.1674 0.0060
0.1366 0.0366 0.1249 0.0225
0.0933 0.0616 0.0815 0.0429
0.0500 0.0866 — 0.0383 0.0663

+ 0.0067 0.1116 + 0.0036 0.0920
—0.0366 0.1366 0.0430 0.1194

0.0799 0 1616 0.0785 0.1480
0.10 0.1732 0.0932 0.1614
0.10 0.15 0.0889 0.1419
0.10 0.10 0.0819 0.0969
0.10 0.05 0.0779 0.0492

— 0.10 + 0 + 0.0765 0

Tabelle VI.
$ = —0.15.

»? O' t

+ 0.30 + 0 — 0.2762 — 0
0.2482 0.0299 0.2300 0.0102
0.2049 0.0549 0.1881 0.0248
0.1616 0.0799 0.1439 0.0438
0.1183 0.1049 0.0984 0.0663
0.0750 0.1299 0 0528 0.0914

+ 0.0317 0.1549 — 0.0082 0.1184
— 0.0116 0.1799 + 0.0340 0.1465

0.0549 0.2049 0.0725 0.1753
0.0982 0.2299 0.1062 0.2043
0.15 0.2598 0.1381 0.2392
0.15 0.20 0.1239 0.1941
0.15 0.15 0.1155 0.1505
0.15 0.10 0.1099 0.1027
0.15 0.05 0.1066 0.0521

— 0 15 + 0 + 0.1056 — 0
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Tabelle VII.
S = —0.20.

ç »7 O' T

+ 0.40 + 0 — 0.3533 0
0.3598 0.0232 0.3237 + 0.0005
0.3165 0.0482 0.2877 0.0061
0.2732 0.0732 0.2477 0.0187
0.2299 0.0982 0.2044 0.0362
0.1866 0.1232 0.1585 0.0577
0.1433 0.1482 0-1110 0.0823
0.1000 0.1732 0.0630 0.1090
0.0567 0.1982 — 0.0158 0.1373

+ 0.0134 0.2232 + 0.0293 0.1661
— 0.0299 0.2482 0.0709 0.1951

0.0732 0.2732 0.1077 0.2239
0.1165 0.2982 0.1386 0.2522
0.1598 0.3232 0.1622 0.2801
0.20 0.3464 0.1767 0.3060
0.20 0.30 0.1614 0 2805
0.20 0.25 0.1491 0.2461
0.20 0.20 0.1400 0.2052
0.20 0.15 0.1336 0.1589
0.20 0.10 0.1292 0.1084
0.20 0.05 0.1268 0.0550

— 0.20 + o + 0.1259 — 0
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Tabelle VIII.
$ = —0.25.

£ <1 c i

+ 0.50 + 0 — 0.4133 + 0
0.4714 0.0165 0.3977 0.0082
0.4281 0.0415 0.3704 0.0126
0.3848 0.0665 0.3383 + 0.0089
0.3415 0.0915 0.3016 — 0.0013
0.2982 0.1165 0.2606 0.0172
0.2549 0.1415 0.2157 0.0376
0.2116 0.1665 0.1679 0.0616
0.1683 0.1915 0.1181 0 0884
0.1250 0.2165 0.0675 0.1169
0.0817 0.2415 — 0.0175 0.1465

+ 0.0381 0.2665 + 0.0306 0.1762
— 0.0049 0.2915 0.0753 0.2056

0.0482 0.3165 0.1154 0.2342
0.0915 0.3415 0.1496 0.2619
0.1348 0.3665 0.1769 0.2885
0.1781 0.3915 0.1961 0.3144
0.2214 0.4165 0.2060 0.3404
0.25 0.4330 0.2067 0.3579
0.25 0.40 0.1918 0.3486
0.25 0.35 0.1743 0.3270
0.25 0.30 0.1614 0.2974
0.25 0.25 0.1520 0.2605
0.25 0.20 0.1452 0.2171
0.25 0.15 0.1404 0.1680
0.25 0.10 0.1373 0.1146
0.25 0.05 0.1356 0.0581

— 0.25 + 0 + 0.1350 — 0
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Tabelle IX.
S = —0.30.

£ r¡ G T

+ 0.60 + 0 — 0.4554 + o
0.5397 0.0348 0.4312 0.0308
0.4964 0.0598 0.4085 0.0393
0.4531 0.0848 0.3808 0.0390
0.4098 0.1098 0.3481 0.0314
0.3665 0.1348 0.3104 + 0.0176
0.3232 0.1598 0.2678 -0.0015
0.2799 0.1848 0.2210 0.0248
0.2366 0.2098 0.1707 0.0516
0.1933 0.2348 0.1180 0.0807
0.1500 0.2598 0.0643 0.1114
0.1067 0.2818 — 0.0109 0.1426
0.0634 0.3098 + 0.0407 0.1736

+ 0.0201 0.3348 0.0890 0.2038
— 0.0232 0.3598 0.1326 0.2327

0.0665 0.3848 0.1704 0.2600
0.1098 0.4098 0.2013 0.2858
0.1531 0.4348 0.2242 0.3103
0.1964 0.4598 0.2382 0.3341
0.2397 0.4848 0.2422 0.3580
0.30 0.5196 0.2277 0.3944
0.30 0.45 0.1889 0.3888
0.30 0.40 0.1702 0.3734
0.30 0.35 0.1567 0.3493
0.30 0.30 0.1469 0.3172
0.30 0.25 0.1400 0.2776
0.30 0.20 0.1352 0.2312
0.30 0.15 0.1320 0.1790
0.30 0.10 0.1300 0.1220
0.30 0.05 0.1289 0.0619

— 0.30 + 0 + 0.1286 — 0
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Tabelle X.
$ = —0.35.

£ r¡ O' r

+ 050 + 0 — 0.4813 + o
0.6513 0.0281 0.4701 0.0488
0.6080 0.0531 0.4562 0.0742
0 5647 0.0781 0.4379 0.0876
0.5214- 0.1031 0.4149 0.0913
0.4781 0.1281 0.3864 0.0870
0.4348 0.1531 0.3525 0.0757
0.3915 0.1781 0.3129 0.0585
0.3482 0.2031 0.2679 0.0361
0.3049 0.2281 0.2180 + 0.0095
0.2616 0.2531 0.1642 — 0.0203
0.2183 0.2781 0.1076 0.0524
0.1750 0.3031 — 0.0495 0.0857
0.1317 0.3281 + 0.0084 0.1194
0.0884 0.3531 0.0645 0.1524
0.0451 0.3781 0.1173 0.1840

+ 0.0018 0.4031 0.1652 0.2139
— 0.0415 0.4281 0.2071 0.2417

0.0848 0.4531 0.2418 0.2674
0.1281 0.4781 0.2685 0.2912
0.1714 0.5031 0.2865 0.3136
0.2147 0.5281 0.2948 0.3355
0.2580 0.5531 0.2924 0.3580
0.3013 0.5781 0.2773 0.3827
0.35 0.6062 0.2407 0.4168
0.35 0.55 0.1928 0.4315
0.35 0.50 0.1638 0.4322
0.35 0.45 0.1431 0.4231
0.35 0.40 0.1284 0.4049
0.35 0.35 0.1179 0.3782
0.35 0.30 0.1107 0.3431
0.35 0.25 0.1058 0.3002
0.35 0.20 0.1027 0.2500
0.35 0.15 0.1008 0.1936
0.35 0.10 0.0997 0.1320
0.35 0.05 0.0992 0.0669

— 0.35 + 0 ! + 0.0990 — 0
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Tabelle XI.
£ = —0.40.

f (T T

+ 0.80 + 0 — 0.4946 + o
0.7629 0.0214 0.4907 0.0695
0.7196 0.0464 0.4838 0.1216
0.6763 0.0714 0.4736 0.1544
0.6330 0.0964 0.4594 0.1736
0.5897 0.1214 0.4405 0.1822
0.5464 0.1464 0.4162 0.1819
0.5031 0.1714 0.3860 0.1738
0.4598 0.1964 0.3494 0.1589
0.4165 0.2214 0.3064 0.1380
0.3732 0.2464 0.2572 0.1118
0.3299 0.2714 0.2023 0.0812
0.2866 0.2964 0.1428 0.0472
0.2433 0.3214 0.0799 + 0.0111
0.2000 0.3464 - 0.0152 0.0262
0.1567 0.3714 + 0.0495 0.0636
0.1134 0.3964 0.1123 0.1001
0.0701 0.4214 0.1715 0.1346

+ 0.0268 0.4464 0.2254 0.1669
— 0.0165 0.4714 0.2727 0.1964

0.0598 0.4964 0.3123 0.2231
0.1031 0.5214 0.3435 0.2473
0.1464 0.5464 0.3656 0.2695
0.1897 0.5714 0.3781 0.2904
0.2330 0.5964 0.3801 0.3111
0.2763 0.6214 0.3705 0.3330
0.3196 0.6464 0.3472 0.3582
0.3629 0.6714 0.3055 0.3902
0.40 0.6928 0.2473 0.4283
0.40 0.65 0.1852 0.4597
0.40 0.60 0.1366 0.4798
0.40 0.55 0.1031 0.4874
0.40 0.50 0 0794 0.4847
0.40 0.45 0.0625 0.4726
0.40 0.40 0.0506 0.4514
0.40 0.35 0.0424 0.4212
0.40 0.30 0.0371 0.3820
0.40 0.25 0.0337 0.3343
0.40 0.20 0.0318 0.2786
0.40 0.15 0.0309 0.2158
0.40 0.10 0.0305 0.1473
0.40 0.05 0.0304 0.0747

— 0.40 + 0 + 0.0303 — 0
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Tabelle XII.
£ — — 0.45.

(fortgesetzt).

£ >1 O' i

+ 0.90 + 0 — 0.4993 + 0
0.8312 0.0397 0.4963 0.2137
0.7879 0.0647 0.4919 0.2786
0.7446 0.0897 0.4847 0.3199
0.7013 0.1147 0.4738 0.3452
0.6580 0.1397 0.4582 0.3586
0.6147 0.1647 0.4372 0.3623
0.5714 0.1897 0.4098 0.3574
0.5281 0.2147 0.3753 0.3448
0.4848 0.2397 0.3333 0.3252
0.4415 0.2647 0.2835 0.2991
0.3982 0.2897 0.2261 0.2673
0.3549 0.3147 0.1618 0.2307
0.3116 0.3397 0.0916 0.1902
0.2683 0.3647 — 0.0172 0.1472
0.2250 0.3897 + 0.0594 0.1029
0.1817 0.4147 0.1361 0.0587
0.1384 0.4397 0.2106 + 0.0158
0.0951 0.4647 0.2807 — 0.0248
0.0518 0.4897 0.3446 0.0622

+ 0.0085 0.5147 0.4008 0.0960
— 0.0348 0.5397 0.4483 0.1261

0.0781 0.5647 0.4863 0.1526
0.1214 0.5897 0.5144 0.1762
0.1647 0.6147 0.5323 0.1974
0.2080 0.6397 0.5397 0.2175
0.2513 0.6647 0.5359 0.2377
0.2946 0.6897 0.5194 0.2598
0.3379 0.7147 0.4873 0.2867
0.3812 0.7397 0.4332 0.3230
0.45 0.7794 0.2497 0.4324
0.45 0.70 0.0631 0.5367
0.45 0.65 + 0.0047 0.5654
0.45 0.60 — 0.0347 0.5797
0.45 0.55 0.0621 0.5829
0.45 0.50 0.0815 0.5761
0.45 0.45 0.0952 0.5597
0.45 0.40 0.1047 0.5336
0.45 0.35 0.1110 0.4975
0.45 0.30 0.1150 0.4513
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Tabelle XII (fortgesetzt).

Ç »? (T r

0.45 0.25 0.1173 0.3951
0.45 0.20 0.1185 0.3295
0.45 0.15 0.1180 0.2554
0.45 0.10 0.1189 0.1745
0.45 0.05 0.1189 0.0885

— 0.45 + 0 - 0.1188 — 0

Tabelle XIII.

(fortgesetzt).

Ï = — 0.48.

£ »7 ff T

+ 0.96 + o — 0.5000 + 0
0.8895 0.0407 0.4988 0.3970
0.8462 0.0657 0.4963 0.4792
0.8029 0.0907 0.4915 0.5269
0.7596 0.1157 0.4834 0.5551
0.7163 0.1407 0.4711 0.5704
0.6730 0.1657 0.4535 0.5757
0.6297 0.1907 0.4296 0.5726
0.5864 0.2157 0.3983 0.5618
0.5431 0.2407 0.3588 0.5438
0.4998 0.2657 0.3103 0.5189
0.4565 0.2907 0.2527 0.4874
0.4132 0.3157 0.1859 0.4497
0.3699 0.3407 0.1108 0.4066
0.3266 0.3657 0.0287 0.3593
0.2833 0.3907 + 0.0585 0.3089
0.2400 0.4157 0.1484 0.2570
0.1967 0.4407 0.2383 0.2051
0.1534 0.4657 0.3255 0.1548
0.1101 0.4907 0.4076 0.1073
0.0668 0.5157 0.4824 0.0639

+ 0.0235 0.5407 0.5484 + 0.0249
-0.0198 0.5657 0.6046 0.0093

0.0631 0.5907 0.6504 0.0388
0.1064 0.6157 0.6857 0.0640
0.1497 0.6407 0.7107 0.0858
0.1930 0.6657 0.7253 0.1049
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Tabelle XIII (fortgesetzt).

V 6 T

0.2363 0.6907 0.1228
0.2796 0.7157 0.7224 0.1411
0.3229 0.7407 0.7020 0.1622
0.3662 0.7657 0.6631 0.1902
0.4095 0.7907 0.5932 0.2335
0.48 0.8314 + 0.2500 0.4330
0.48 0.75 — 0.0944 0.6305
0.48 0.70 0.1668 0.6694
0.48 0.65 0.2105 0.6890
0.48 0.60 0.2390 0.6962
0.48 0.55 0.2584 0.6931
0.48 0.50 0.2718 0.6806
0.48 0.45 0.2811 0.6583
0.48 0.40 0.2874 0.6259
0.48 0.35 0.2916 0.5826
0.48 0.30 0.2943 0.5282
0.48 0.25 0.2958 0.4625
0.48 0.20 0.2965 0.3859
0.48 0.15 0.2968 0.2993
0.48 0.10 0.2968 0.2045
0.48 0.05 0.2968 0.1038

— 0.48 + 0 — 0.2967 — 0

Zur Veranschaulichung des Inhalts der Tabellen dienen fol
gende drei Abbildungen. Abb. 16 zeigt die Kurven, die der 
Schwerpunkt durchläuft, wenn der Librationspunkt den Um
kreis der vier kleinsten Dreiecke durchläuft. Bis zum Auftreten 
der Schleifenbildung findet die Bewegung des Schwerpunktes 
in derselben Umlaufsrichtung statt wie die Bewegung des 
Librationspunktes, die Lage der Punkte auf den Kurven 
aber wird ungefähr um 180° im Verhältnis zu einander 
verschoben sein. — Abb. 17 zeigt die Schwerpunktskurven, 
die den drei folgenden Dreiecken entsprechen. Die Schleifen 
haben sich hier entwickelt und nähern sich stark den Seiten 
des Massendreiecks. — Endlich zeigt Abb. 18 die Schwerpunkts
kurven, die den drei grössten Dreiecken entsprechen. Gleich
zeitig damit, dass die Schleifen grösser werden, nähern sich diese

D. Kgl. Danske Vidensk. Selskab, Mat.-fys. Medd. XXI, 6. 5 
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immer mehr den Seilen des Massendreiecks und gleiten 
nach und nach übereinander. Wenn wir die Kurve betrachten, 
die dem grössten Dreieck entspricht, werden wir sehen, dass

jedem Umlauf des Librationspunktes zwei Umläufe des Schwer
punktes in entgegengesetzter Richtung entsprechen. Denken wir 
uns die Entwicklung fortgesetzt, so dass die Bewegung des Li
brationspunktes immer näher an den Seiten des Massendreiecks 
stattfindet, so wird das Resultat augenscheinlich, dass auch die
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Bewegung des Schwerpunktes immer näher an den Seiten des 
Massendreiecks verlaufen wird; wenn sich der Lihrationspunkt 
aber einen Umlauf bewegt, wird sich der Schwerpunkt zwei 
Umläufe in entgegengesetzter Umlaufsrichtung bewegen.

Aus dem Vorhergehenden geht nun folgendes hervor: Einem 
Lihrationspunkt innerhalb des Massendreiecks ent
spricht ein Schwerpunkt innerhalb des Massend rei- 
ecks.

Da es ferner einleuchtend ist, dass, gleichzeitig damit, 
dass der Lihrationspunkt das ganze Areal des Massendreiecks 
durchläuft, der Schwerpunkt mindestens ein Mal dieses Areal 
durchlaufen wird, erhalten wir folgendes Resultat: Einem 
Schwerpunkt innerhalb des Massendreiecks entspricht 
mindestens ein Lihrationspunkt innerhalb des Massen- 
d r e i e c k s .

5
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Dass einem Schwerpunkt innerhalb des Massendreiecks meh
rere Librationspunkte innerhalb dieses Dreiecks entsprechen 
können, geht schon aus dem LiNDOWschen Spezialfall hervor; 
in diesem Fall liegen vier Librationspunkte innerhalb des Mas
sendreiecks.

4. Der Librationspunkt ausserhalb des Massendreiecks 
(Gebiet II).

Bei der numerischen Untersuchung des Falles, wo der Li
brationspunkt im Gebiet II liegt, können wir uns bei den Be
rechnungen auf die Behandlung eines einzelnen der drei kon
gruenten Teile, woraus das Gebiet besteht, beschränken. Es wird 
deshalb wegen der Symmetrie in Bezug auf die S-Achse am 
praktischsten sein, den Teil des Gebietes, der bei (11^) liegt, 
zu behandeln.

Da der Zusammenhang zwischen der Bewegung des Libra
tionspunktes und des Schwerpunktes für Gebiet II nicht so kom
plizierter Natur ist wie für Gebiet I, steht dem nichts im Wege, 
hier den Librationspunkt in grösseren Schritten zu verschieben. 
Um die Verschiebung des Librationspunktes auf einfache Weise 
der Begrenzung des Gebietes anzupassen, wollen wir die Ver
schiebung auf geraden Linien durch erfolgen lassen. Die 
Länge der Schritte ist mit 0.2 gewählt, so dass für jede Linie 
Berechnungen für acht Librationspunkte ausgeführt werden müs
sen (^ = 0.2; 0.4; 0.6; 0.8; 1.0; 1.2; 1.4; 1.6). Als Linien für die 
Verschiebung des Librationspunktes sind die vier Linien gewählt 
worden, die mit der J-Achse die Winkel —20°,—10°, 10° und 
20° bilden. Die 5-Achse selbst und die zwei Linien, die einen 
Teil der Begrenzung des Gebietes bilden, müssen noch hinzuge
fügt werden; die Verhältnisse auf diesen Linien sind jedoch 
schon im Vorhergehenden behandelt worden (III, 1; III, 2). Da
durch wird die Gesamtzahl der Librationspunkte innerhalb des 
Gebietes IIr, für die der Schwerpunkt bestimmt ist, 57; wenn 
die entsprechenden Librationspunkte in den zwei anderen Ge
bieten mitgerechnet werden, erreichen wir im Gebiet II eine 
Gesamtzahl von 171.

Die Tabellen XIV—XVI enthalten die numerischen Resultate 
für die Librationspunkte auf den drei Linien: = 10°, y = 20°



Nr. 6

Tabelle XIV. 
ÿ = 10°.

Tabelle XV.

69

y = 20°.

?1 (7 T

0.2 — 0.4950 - 0.2034
0.4 0.4622 0.2140
0.6 0.3816 0.2123
0.8 0.2430 0.1975
1.0 — 0.0464 0.1703
1.2 + 0.1997 0.1325
1.4 0.4830 0.0868
1.6 + 0.7900 — 0.0356

und ÿ = 30°. Wegen der Sym
metrie in Bezug auf die £-Achse 
ist es nicht notwendig, in den 
Tabellen die Librationspunkte 
unterhalb der £-Achse mitzu
nehmen. Für die Librations
punkte auf der £-Achse wird 
auf Tabelle I verwiesen.

Abb. 19 zeigt das Gebiet IIX 
mit eingezeichneten Librations- 
punkten, sowie das Massendrei
eck mit eingezeichneten Scliwer-

ei (7 T

0.2 — 0.4947 — 0.4535
0.4 0.4602 0.4664
0.6 0.3763 0.4550
0.8 0.2340 0.4178
1.0 — 0.0346 0.3562
1.2 + 0.2122 0.2746
1.4 0.4931 0.1783
1.6 + 0.7949 — 0.0726

T abelle XVI. 
y = 30°.

01 <T T

0.2 — 0.4938 — 0.8624
0.4 0.4551 0.8401
0.6 0.3642 0.7876
0.8 0.2144 0.7011
1.0 — 0.0100 0.5831
1.2 + 0.2372 0.4404
1.4 0.5130 0.2812
1.6 + 0.8043 -0.1130

Abb. 19.
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punkten. Wenn der Librationspunkt von aus auf einer gera
den Linie bis zum Librationskreis verschoben wird, geht gleich
zeitig eine Verschiebung des Schwerpunktes von einem Punkt 
auf M2M3 bis Mx auf einer Kurve vor sich, die in dem grössten 
Teil ihres Laufes wenig von einer geraden Linie abweicht. Es 
geht deutlich aus dem Lauf der Schwerpunktskurven hervor, 
dass, wenn der Librationspunkt das ganze Gebiet IIt durchläuft, 
der Schwerpunkt gleichzeitig das Gebiet des Massendreiecks ein 
und nur ein Mal durchlaufen wird. Hieraus folgt:

Einem Schwerpunkt innerhalb des Massendreiecks 
entspricht ein und nur ein Librationspunkt innerhalb 
jedes der drei Gebiete 111, 112 und 113.

5. Der Librationspunkt ausserhalb des Massendreiecks 
(Gebiet III).

In ähnlicher Weise wie bei der Behandlung des Gebiets II 
können wir uns hier mit der Behandlung eines einzelnen der 
drei kongruenten Gebiete, die zusammen das Gebiet III aus
machen, begnügen. Es wird dann am leichtesten sein, das Gebiet zu 
behandeln, das in Bezug auf die £-Achse symmetrisch liegt (II11).

Auch in diesem Fall wird der Zusammenhang zwischen den 
Verschiebungen des Librationspunktes und des Schwerpunktes 
ziemlich einfacher Natur sein, so dass man sich bei der Behand
lung damit begnügen kann, eine verhältnismässig kleine Anzahl 
von Librationspunkten zu betrachten. Abb. 20 zeigt das Gebiet 
II^ mit den Librationspunkten, die bei der Berechnung ange
wandt sind. Diese liegen auf Kreisbogen mit dem Zentrum in 
A/t und mit den Radien = 1.8; 2.0; 2.2; 2.4; 2.6; 2.8. Jeder 
einzelne Kreisbogen des Gebietes ist von den Librationspunkten 
in acht gleich grosse Bogen geteilt. Hierdurch werden die Libra- 
tionspunkte um P1 herum am dichtesten liegen, was der Streuung 
der entsprechenden Schwerpunkte zum Teil entgegenwirkt. Aul 
jedem einzelnen der sechs Kreisbogen liegen 9 Libralionspunkte, 
so dass die Gesamtzahl der Librationspunkte im Gebiet 11^ 54 
beträgt; wenn die entsprechenden Libralionspunkte in den zwei 
anderen Gebieten mitgerechnet werden, so erhallen wir im Gebiet 
III 162 Libralionspunkte.
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Die Tabellen XVII—XXII enthalten die Koordinaten der Libra
tionspunkte und der Schwerpunkte. Wegen der Symmetrie in 
Bezug auf die J-Achse ist es nicht notwendig, in den Tabellen 
die Librationspunkte unterhalb der J-Achse mitzunehmen; be
rücksichtigt sind auch nicht die Librationspunkte auf dem Libra- 
tionskreis Z3, weil der entsprechende Schwerpunkt in M3 liegt. 
Die Librationspunkte auf der J-Achse sind schon früher behan-

Abb. 20.

delt worden (III,1); der Vollständigkeit wegen sind jedoch auch 
diese Punkte in den Tabellen mit aufgenommen.

Die den Librationspunkten entsprechenden Schwerpunkte 
sind im Massendreieck in der Abb. 20 gezeigt. Wenn der Libra- 
tionspunkt längs eines der Kreisbogen vom Librationskreis /2 
nach Z3 verschoben wird, so wird der Schwerpunkt gleichzeitig

Tabelle XVII.
= 1.8.

£ *1 ff T

—0.8 + 0 + 0.8468 —0
0.7859 0.2248 0.8262 0.0550
0.7439 0.4460 0.7545 0.1234

— 0.6745 + 0.6603 + 0.5821 —0.2371
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Tabelle XVIII.
Ci = 2.0.

£ f] <r T

1.0 + 0 + 0.6244 — 0
0.9884 0.2154 0.5928 0.1115
0.9536 0.4284 0.4905 0.2339

— 0.8961 + 0.6363 + 0.2747 —0.3964

Tabelle XIX.

= 2.2.

£ (T T

-1.2 + 0 + 0.4479 — 0
1.1911 0.1972 0.4167 0.1317
1.1646 0.3929 0.3146 0.2754

— 1.1207 + 0.5854 + 0.0987 — 0.4625

Tabelle XX.

<?i = 2.4.

£ r¡ <7 r

— 1.4 + 0 + 0.2506 — 0
1.3941 0.1690 0.2223 0.1442
1.3762 0.3371 + 0.1297 0.3032

— 1.3466 + 0.5035 — 0.0625 — 0.5074

Tabelle XXI.

Qi = 2.6.

£ (T T

-1.6 +o + 0.0239 — 0
1.5968 0.1288 + 0.0011 0.1580
1.5872 0.2574 — 0.0727 0.3318
1.5713 + 0.3853 — 0.2187 — 0.5471

Nr. 6
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Tabelle XXII.

Cl = 2.8.

»7 O' T

-1.8 + 0 —0.2285 — 0
1.7990 0.0742 0.2425 0.1796
1.7961 0.1483 0.2863 0.3715

— 1.7912 + 0.2223 — 0.3669 — 0.5916

einer der gezeigten Kurven entlang von M2 nach M¿ verschoben. 
Der Kreisbogen, der lr am nächsten liegt, entspricht der Schwer
punktskurve, die am nächsten liegt, während der Kreisbogen, 
der I\ am nächsten liegt, der Schwerpunktskurve entspricht, die 
M2 Mg am nächsten liegt. Der Punkt I\ selbst entspricht der Linie 
M2 M3, ebenso wie der Kreisbogen lx dem Punkt entspricht. 
Es geht aus der Abbildung hervor, dass, wenn der Librations- 
punkt das ganze Gebiet IIIj durchläuft, der Schwerpunkt gleich
zeitig das Gebiet des Massendreiecks ein und nur ein Mal durch
laufen wird. Hieraus folgt:

Einem Schwerpunkt innerhalb des M a s s e n d r e i e c k s 
entspricht ein und nur ein Librationspunkt innerhalb 
jedes der drei Gebiete 111 x, 1112 und 1113.

6. Übersicht über die numerischen Resultate.

Nachdem nun eine vollständige Übersicht über die Verschie
bungen des Schwerpunktes, die bestimmten gegebenen Verschie
bungen des Librationspunktes entsprechen, zustandegebracht ist, 
liegt es nahe, das Problem umzukehren, indem man — von den 
numerischen Resultaten ausgehend — versucht, die Verschiebun
gen der Librationspunkte für bestimmte gegebene Verschiebungen 
des Schwerpunktes zu bestimmen.

Dieses Problem ist gewissermassen von komplizierterer Natur 
als das ursprüngliche Problem, da es sich hier darum handelt, 
die gleichzeitige Bewegung einer grösseren Anzahl von Librations- 
punkten klarzulegen. Dies lässt sich an und für sich schon 
machen, wegen der verwickelten Verhältnisse wird eine solche 
Untersuchung aber kaum von grösserem Wert sein. Dagegen 
wird man eine gute Übersicht über die Verhältnisse bekommen, 
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wenn man den Schwerpunkt bestimmte Gebiete innerhalb des 
Massendreiecks durchlaufen lässt und dann die Gebiete bestimmt, 
die gleichzeitig von den entsprechenden Librationspunkten durch
laufen werden.

Die im folgenden gefundenen Kurven, die diese Verhältnisse 
veranschaulichen sollen, sind alle durch Interpolation zwischen 
den in früheren Tabellen gegebenen Zahlenwerten gefunden 
worden.

Die Untersuchung wird nun zunächst für diejenigen Libra- 
tionspunkte durchgeführt werden, die sich im Gebiet I befinden.

Abb. 21. Abb. 22.

Wie schon früher erwähnt, wird in diesem Gebiet mehr als ein 
Librationspunkt einem bestimmten Schwerpunkt entsprechen 
können. Dies Verhältnis beruht darauf, dass, gleichzeitig damit, 
dass der Librationspunkt ein einzelnes Mal durch das ganze Gebiet 
I verschoben wird, der Schwerpunkt jedenfalls durch gewisse 
Teile des Gebietes mehr als ein Mal verschoben wird. Eine nähere 
Untersuchung zeigt, dass ein kleiner Teil des Massendreiecks um 
den Mittelpunkt des Dreiecks viermal vom Schwerpunkt durch
laufen wird, während der übrige Teil des Dreiecks nur zweimal 
durchlaufen wird. Die Kurve, welche die zwei Teile des Dreiecks 
trennt, sieht man auf Abb. 21; sie wird im folgenden als die 
Schwerpunktsgrenzkurve bezeichnet werden. Die zwei Schnitt
punkte zwischen der Kurve und der £-Achse haben die Abszissen 
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0.135171 und —0.320605. Liegt der Schwerpunkt innerhalb dieser 
Grenzkurve, gibt es also vier Librationspunkte im Gebiet I; 
wenn er dagegen ausserhalb der Grenzkurve liegt, gibt es nur 
zwei Libralionpunkte im Gebiet I. Denkt man sich eine Ver
schiebung des Schwerpunktes aus dem inneren ins äussere Gebiet, 
wird der Übergang von vier auf zwei Librationspunkte dadurch 
geschehen, dass zwei der Librationspunkte sich einander nähern, 
um sich in einen Doppelpunkt zu vereinen, wenn der Schwer
punkt auf der Grenzkurve selbst liegt; dieser Doppelpunkt ver
schwindet, sobald die Grenzkurve passiert ist.

Dem Schwerpunkt in einem bestimmten Punkt der Grenzkurve 
muss deshalb eine bestimmte Lage des Librationsdoppelpunktes 
entsprechen, oder mit anderen Worten: der Schwerpunktsgrenz
kurve muss eine Kurve der Librationsdoppelpunkte entsprechen. 
Diese Kurve sieht man in Abb. 22. Ihre Schnittpunkte mit der 
¿-Achse haben die Abszissen 0.355111 und —0.257, die den oben 
erwähnten Schwerpunktsabszissen entsprechen, wie im Schema 
gezeigt ist.

è (T

0.355111 — 0.320605
— 0.257 0.135171

Der untere Satz von Werten ist schon während der Behand
lung des Spezialfalles erwähnt, wo der Schwerpunkt sich auf 
einer Symmetrieachse befindet (III, 1). Wenn der Schwerpunkt 
auf der ¿-Achse von aus verschoben wird, wird es, wie aus 
Abb. 13 hervorgeht, anfangs keine Librationspunkte auf dem 
Teil der £-Achse geben, der innerhalb des Massendreiecks liegt; 
die zwei Librationspunkte, die im Gebiet I liegen, müssen also 
ausserhalb der £-Achse liegen. Wenn aber der Schwerpunkt den 
Punkt mit der Abszisse 0.135171 erreicht hat, taucht ein Libra- 
tionsdoppelpunkt mit der Abzisse —0.257 auf, dem Maximum 
der Kurve in Abb. 13 entsprechend. Wenn der Schwerpunkt 
danach innerhalb der Grenzkurve wandert, entstehen im Gebiet I 
vier Librationspunkte, und zwar zwei auf der ¿-Achse und zwei 
ausserhalb der S-Achse. Erreicht dann der Schwerpunkt die Spitze 
der Schwerpunktsgrenzkurve mit der Abszisse —0.320605, so 
werden, wie wir später sehen werden, die zwei ausserhalb der 
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J-Achse liegenden Librationspunkte zu einem Librationsdoppel- 
punkt auf der J-Achse selbst und mit der Abszisse 0.355111 
zusammenschmelzen. Dieser Librationsdoppelpunkt, der im Ver
schwinden begriffen ist, fällt übrigens mit einem der zwei auf 
der J-Achse liegenden Librationspunkte zusammen, so dass in 
der Tat von einem Librationstripelpunkt die Rede ist. Bei der 
weiteren Verschiebung des Schwerpunktes bleiben nur zwei
Librationspunkte zurück, die beide auf der J-Achse liegen.

Die Kurve, die von den zwei 
ausserhalb der J-Achse liegenden 
Librationspunk ten durchlaufen 
wird, wenn der Schwerpunkt die 
J-Achse durchläuft, sehen wir 
in Abb. 23. Beim Starten des 
Schwerpunktes von aus liegen 
die zwei Librationspunkte in Af2 
und A/3. Während der Verschie
bung des Schwerpunktes von 
nach dem Mittelpunkt des Drei
ecks werden die zwei Librations
punkte von den Eckpunkten des 
Dreiecks nach den LiNnowschen

Abb. 23. Librationspunkten Li und L7 ver
schoben. Während der weiteren

Verschiebung des Schwerpunktes vom Mittelpunkt des Dreiecks 
nach dem Punkt mit der Abszisse —0.320605 wandern die Libra
tionspunkte weiter auf der gezeigten Kurve, um sich auf der 
J-Achse im Punkt mit der Abszisse 0.355111 zu vereinen.

Die Übersicht, die wir jetzt über die Verschiebungen der vier 
Librationspunkte als Folge der Verschiebung des Schwerpunktes 
auf der Symmetrieachse durch erlangt haben, kann direkt 
auf die Verschiebungen des Schwerpunktes auf den zwei Sym
metrieachsen durch A/2 und A/3 übertragen werden. Die Schwer
punktsgrenzkurve und die Kurve der Librationsdoppelpunkte 
werden selbstverständlich bei den drei Symmetrieachsen diesel
ben sein; dagegen wird die Kurve der ausserhalb der Symme
trieachse liegenden Librationspunkte in den drei Fällen verschie
den sein. In Abb. 24 sehen wir alle drei Librationspunktkurven. 
Diese drei Kurven werden jetzt mit den drei Symmetrieachsen 
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und den drei Dreiecksseiten zusammen das Dreieck in 18 Ab
schnitte teilen. Für diese Abschnitte gilt es, dass, wenn der 
Schwerpunkt auf den drei Dreiecksseiten oder den drei Symme
trieachsen verschoben wird, der Librationspunkt sich gleichzei
tig auf den Linien oder Kurven, die die Grenze der Abschnitte 
bilden, verschiebt. Wenn also der Schwerpunkt auf dem Umkreis 
des in Abb. 25 gezeigten Dreiecks 1 verschoben wird, werden die 
Librationspunkte sich gleichzeitig auf den Umkreis der drei Ab-

Abb. 25.Abb. 24.

schnitte 1 in Abb. 24 verschieben. Die zwei äusseren Abschnitte 
werden beide einen Librationspunkt auf dem Umkreis haben, 
während der innere Abschnitt entweder zwei Librationspunkte 
(wenn der Schwerpunkt innerhalb der Schwerpunktsgrenzkurve 
liegt) oder keine Librationspunkte auf dem Umkreis hat. Liegt 
dagegen der Schwerpunkt innerhalb des Dreiecks 1, wird ein 
Librationspunkt innerhalb jedes der zwei äusseren Abschnitte 
liegen, während innerhalb des inneren Abschnittes entweder zwei 
Librationspunkte (wenn der Schwerpunkt innerhalb der Schwer
punktsgrenzkurve liegt) oder keine Librationspunkte liegen. Wenn 
zwei Librationspunkte im inneren Abschnitt liegen, so werden 
sie jeder auf seiner Seite der gestrichelten Kurve liegen, die die 
Kurve der Librationsdoppelpunkte darstellt. Diese Kurve darf als 
eine Verschwindungskurve der Librationspunkte aufgefasst wer
den. Wenn zwei Librationspunkte verschwinden sollen, wandern 
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sie nach dieser Kurve hin. Auf der Kurve werden sie sich in 
einem Librationsdoppelpunkt vereinen und dort verschwinden.

In derselben Weise wie drei Abschnitte dem Dreieck 1 ent
sprechen, werden drei Abschnitte jedem der anderen fünf Drei
ecke im Gebiet I entsprechen. Vergleicht man Abb. 24 mit Abb. 
25, so sieht man, wie die 18 Abschnitte für die Librationspunkte 
in Abb. 24 den Dreiecken in Abb. 25 entsprechen. Ein näheres 
Studium der Lage und der Form der Abschnitte kann zu vielen 
interessanten Beobachtungen Anlass geben. Hier soll nur auf 
zwei Tatsachen aufmerksam gemacht werden: 1 . Die drei Schnitt
punkte zwischen den drei Librationspunktkurven sind gerade die 
LiNDOWschen Librationspunkte Lt, L4 und L7. — 2°. Es geht 
aus der Rechnung ziemlich sicher hervor, dass die Kurve der 
Librationsdoppelpunkte die drei Librationspunktkurven berührt.

Die Librationspunkte im Gebiet II können in derselben Weise 
wie die Librationspunkte im Gebiet I behandelt werden. Wegen 
der Symmetrieverhältnisse genügt es, die Verhältnisse in II4 zu 
behandeln.

Wird der Schwerpunkt von auf der Symmetrieachse des 
Massendreiecks verschoben, so wird der Librationspunkt, der

Abb. 26.

in IIt liegt, gleichzeitig vom 
Librationskreis nach 
auf der £-Achse verschoben. 
Wird dagegen der Schwer
punkt auf den anderen zwei 
Symmetrieachsen verscho
ben, so wird der Librations
punkt auf den zwei Kur
ven, die in Abb. 26 gezeigt 
sind, verschoben. Diese zwei 
Kurven in Verbindung mit 
der ¿-Achse werden II4 in 
sechs Abschnitte teilen, die 
den sechs kongruenten Drei

ecken des Massendreiecks entsprechen, wie die Zahlen in der 
Abbildung zeigen.

Der Schnittpunkt zwischen den zwei Kurven, die innerhalb 
IIt liegen, ist der Lixnowsche Librationspunkt L2. Es gehl aus 
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der Rechnung ziemlich deutlich hervor, dass die zwei Kurven 
die geradlinigen Grenzen des Gebietes im Punkt berühren.

Für die bei AZ2 und ilf3 liegenden Teile des Gebietes II (II2 
und II3) gelten ähnliche Verhältnisse wie bei IIt.

Auch die Librationspunkte im Gebiet III 
ben Weise wie die Librationspunkte in den 

können in dersel-
Gebieten I und II

behandelt werden. Hier wol
len wir der Symmetriever
hältnisse wegen den Teil 
des Gebietes behandeln, der 
bei der Dreiecksseite J/2 M3 
(Illi) liegt.

Wird der Schwerpunkt 
von Aft längs der Symme
trieachse des Massendrei
ecks verschoben, so wird 
der Librationspunkt, der in 
Illi 1 iegt, gleichzeitig längs 
der J-Achse vom Librati- 
onskreis lt nach Plf der 
den einen Schnittpunkt zwi
schen den Librationskreisen
Z2 und Z3 bildet, verschoben. Wird dagegen der Schwerpunkt 
längs der zwei anderen Symmetrieachsen verschoben, so wird 
der Librationspunkt auf den zwei Kurven, die in Abb. 27 gezeigt 
sind, verschoben werden. Diese zwei Kurven in Verbindung mit 
der J-Achse werden IIIj in sechs Abschnitte teilen, die den sechs 
kongruenten Dreiecken des Massendreiecks entsprechen, wie die 
Zahlen in der Abbildung zeigen.

Der Schnittpunkt zwischen den zwei Kurven ist der LiNDOWsche 
Librationspunkt L6. Die Schnittpunkte zwischen den Kurven und 
den Librationskreisen Z2 und Z3 haben eine solche Lage auf den 
Librationskreisen, dass die zwei Bogen von den Schnittpunkten 
nach I\ 13° 12' ausmachen.

Die bei AftAi2 und MtM3 liegenden Teile des Gebietes III 
(III2 und III3) werden in entsprechender Weise in sechs Ab
schnitte geteilt werden können.
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Was die mögliche Anzahl von Librationspunkten in dem vor
liegenden Problem betrifft, geht nun folgendes Hauptresultat 
aus dem Vorhergehenden hervor:

In dem behandelten Spezia 1 fa 11 des Vierkörperpro
blems, wo die drei endlichen Massen in einem rotie
renden Koordinatensystem feste Stellungen in den Eck
punkten eines gleichseitigen Dreiecks einnehmen, wer
den 8, 9 oder 10 Librationspunkte bestehen, j e nachdem 
der S c h w e r p u n k t d e r d r e i endlichen Massen a u s s er halb, 
auf oder innerhalb der Schwerpunktsgrenzkurve liegt. 
Ausserhalb des Masse ndreiecks liegen immer 6 L i b r a - 
t i o n s p u n k t e.

Indleveret til Selskabet den 2. December 1943.

Færdig fra Trykkeriet den 17. August 1944


